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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理概述

软体的性质

软体或可变形体，是一系列相对刚体具有可变形性和延展性，而相对
流体具有一定的整体性的物体。包括布料、橡胶制品、纤维制品等。
一般地，物理引擎存储的软体仿真状态 𝒔 = {𝒗, 𝒙} 是一个二元组，其
中 𝒗 = {𝒗1, … , 𝒗𝑛} ∈ ℝ3𝑛 为软体各顶点的速度，
𝒙 = {𝒙1, … , 𝒙𝑛} ∈ ℝ3𝑛 为各顶点的位移。
记顶点 𝑖 的质量为 𝑚𝑖，则 𝑴 ∈ ℝ3𝑛×3𝑛 为 3 × 3 对角分块质量矩阵，
其第 𝑖 个对角 3 × 3 块为 𝑚𝑖𝑰。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理概述

软体的运动

软体的运动由各顶点的运动决定，自由度很高。
因此，软体仿真算法的类型相当丰富，各类优化手段也层出不穷。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理概述

符号约定

仿真器在每一帧执行物理演算，并将结果提交给渲染器。
在仿真流水线中，用上标方括号表示第 𝑘 帧的结果。例如 𝑡[𝑘] 为第 𝑘 帧的

时刻，𝒔[𝑘] 为仿真对象在第 𝑘 帧时的状态。
在每帧执行的迭代算法中，用上标圆括号表示第 𝑘 次迭代后的结果。例如

𝒙(𝑘) 表示第 𝑘 次迭代的位移向量。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理预备知识
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理预备知识

弹簧模型 I

设三维空间中的弹簧 𝑒 连接顶点 0, 1，原长为 𝐿，
劲度系数为 𝑘。当两端位移向量为 𝒙01 时，其具
有弹性势能

𝐸(𝒙) = 𝑘
2(||𝒙01|| − 𝐿)2 (1)

弹力为

⎧{{
⎨{{⎩

𝒇(𝒙) = −∇𝐸(𝒙) = [−∇0𝐸(𝒙)
−∇1𝐸(𝒙)] = [ 𝒇𝑒

−𝒇𝑒
] �

𝒇𝑒 = −𝑘 (||𝒙01|| − 𝐿) 𝒙01
||𝒙01||

(2)
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理预备知识

弹簧模型 II

Hessian (tangent stiffness) 为

⎧{{
⎨{{⎩

𝑯(𝒙) = [
𝜕2𝐸
𝜕𝑥2

0
𝜕2𝐸

𝜕𝑥0𝜕𝑥1
𝜕2𝐸

𝜕𝑥1𝜕𝑥0
𝜕2𝐸
𝜕𝑥2

1

] = [ 𝑯𝑒 −𝑯𝑒
−𝑯𝑒 𝑯𝑒

] �

𝑯𝑒 = 𝑘 𝒙01𝒙𝑇
01

||𝒙01||2 + 𝑘 (1 − 𝐿
||𝒙01||) (𝑰 − 𝒙01𝒙𝑇

01
||𝒙01||2 )

(3)
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理预备知识

多弹簧系统

当顶点连接多个弹簧时，其具有的弹性势能应为
所有连接弹簧的弹性势能之和，弹力亦然。

⎧{{
⎨{{⎩

𝐸 =
3

∑
𝑒=0

𝐸𝑒,

𝒇𝑖 = −∇𝑖𝐸 =
3

∑
𝑒=0

𝒇𝑒.
(4)
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型

网状弹簧系统

质点-弹簧模型为我们提供了一个简易的模拟软体表面的物理模型。对于三
角形网格，我们可以运用图论几何知识，建立如下图所示的网状弹簧系统：

其中，蓝色弹簧用于防止软体表面过度弯折。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型

质点-弹簧系统仿真流水线 - 半隐式积分 I

1 输入状态 𝒔[0] = {𝒗[0], 𝒙[0]}
2 对每个弹簧 𝑒，更新其对各两端顶点 𝑖, 𝑗 施加的弹力

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝒇 [0]
𝑒 = −𝑘(||𝒙[0]

𝑖 − 𝒙[0]
𝑗 || − 𝐿𝑒)

𝒙[0]
𝑖 − 𝒙[0]

𝑗

||𝒙[0]
𝑖 − 𝒙[0]

𝑗 ||
,

𝒇 [0]
𝑖 ← 𝒇 [0]

𝑖 + 𝒇 [0]
𝑒 ,

𝒇 [0]
𝑗 ← 𝒇 [0]

𝑗 − 𝒇 [0]
𝑒

(5)

3 对每个顶点 𝑖，更新仿真状态

{𝒗[1]
𝑖 = 𝒗[0]

𝑖 + Δ𝑡𝑚−1
𝑖 𝒇 [0]

𝑖 ,
𝒙[1]

𝑖 = 𝒙[0]
𝑖 + Δ𝑡𝒗[1]

𝑖
(6)

4 输出状态 𝒔[1] = {𝒗[1], 𝒙[1]}
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型

半隐式积分的问题

𝑘 过大、Δ𝑡 过大都可能导致显式积分/半隐式积分仿真过程中“能量爆
炸”（overshooting）。

如图所示，当弹簧伸长时，弹力方向会试图拉回顶点。若劲度系数 𝑘 过大，
或时间步长 Δ𝑡 过大，下一帧的顶点位置将超越弹簧的另一端点，且这一过
程可以继续下去，最终导致整个软体表面“炸裂”。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型

隐式积分

在规模较大的质点-弹簧系统中，采用隐式积分可以提升数值稳定性。即

{𝒗[1]
𝑖 = 𝒗[0]

𝑖 + Δ𝑡𝑚−1
𝑖 𝒇 [1]

𝑖 ,
𝒙[1]

𝑖 = 𝒙[0]
𝑖 + Δ𝑡𝒗[1]

𝑖
(7)

若顶点受力仅与其位置有关，消掉 𝒗[1]
𝑖 ，我们得到

𝒙[1]
𝑖 = 𝒙[0]

𝑖 + Δ𝑡𝒗[0]
𝑖 + Δ𝑡2𝑚−1

𝑖 𝒇(𝒙[1]
𝑖 ) (8)

这是一个关于 𝒙[1]
𝑖 的非线性方程，可以用牛顿法求解——但在各类论文中，

我们常见的是它的优化形式。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型

隐式积分 - 优化形式

可以证明，方程

𝒙[1] = 𝒙[0] + Δ𝑡𝒗[0] + Δ𝑡2𝑴−1𝒇(𝒙[1]) (9)

有唯一解，当且仅当优化问题

⎧{
⎨{⎩

𝒙[1] = arg min 𝐹(𝒙),

𝐹(𝒙) = 1
2Δ𝑡2 ||𝒙 − 𝒙[0] − Δ𝑡𝒗[0]||2𝑴 + 𝐸(𝒙)

(10)

有唯一解，其中 ||𝒙||2𝑴 = 𝒙𝑇 𝑴𝒙，𝑴 ∈ ℝ3𝑛×3𝑛 为各顶点的质量矩阵，
𝐸(𝒙) 为系统势能。
上式的物理意义为，最小化预测位置 𝒙[0] + Δ𝑡𝒗[0] 与实际位置 𝒙 的“距离”，
与系统势能之和。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型

牛顿法 I

假设函数 𝐹(𝒙) 在区间内有唯一极小值 𝒙，那么由泰勒展开，得

𝟎 = ∇𝐹(𝒙) ≈ ∇𝐹(𝒙(𝑘)) + 𝜕𝐹 2(𝒙(𝑘))
𝜕𝒙2 (𝒙 − 𝒙(𝑘)) (11)

解出 𝒙，有

𝒙 = 𝒙(𝑘) − (𝜕𝐹 2(𝒙(𝑘))
𝜕𝒙2 )

−1
∇𝐹(𝒙(𝑘)) (12)

于是，求解 𝒙，可以用如下的迭代步骤：
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型

牛顿法 II

算法 2.1: 牛顿法（二阶梯度）

Require: 𝒙(0)

1: for 𝑘 = 0, … , 𝐾 do
2: Δ𝒙 ← − (𝜕𝐹 2(𝒙(𝑘))

𝜕𝒙2 )
−1

∇𝐹(𝒙(𝑘))
3: 𝒙(𝑘+1) ← 𝒙(𝑘) + Δ𝒙
4: if ||Δ𝒙|| < 𝜀 then
5: break
6: end if
7: end for
8: return 𝒙(𝑘+1)

星海 基于物理的动画：布料与软体动力学 17 / 70



软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型

牛顿法 III
求解式 (10)，有

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝐹(𝒙) = 1
2Δ𝑡2 ||𝒙 − 𝒙[0] − Δ𝑡𝒗[0]||2𝑴 + 𝐸(𝒙),

∇𝐹(𝒙) = 1
Δ𝑡2 𝑴(𝒙 − 𝒙[0] − Δ𝑡𝒗[0]) − 𝒇(𝒙),

𝜕2𝐹(𝒙)
𝜕𝒙2 = 1

Δ𝑡2 𝑴 + 𝑯(𝒙)

(13)

在牛顿法隐式积分过程中，为求解

Δ𝒙 ← − (𝜕𝐹 2(𝒙(𝑘))
𝜕𝒙2 )

−1
∇𝐹(𝒙(𝑘)) (14)

这一步，需要求解线性方程组

( 1
Δ𝑡2 𝑴 + 𝑯(𝒙(𝑘))) Δ𝒙 = − 1

Δ𝑡2 𝑴(𝒙(𝑘) −𝒙[0] −Δ𝑡𝒗[0])+𝒇(𝒙(𝑘)) (15)
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理软体表面基本模型

牛顿法 IV
实现时，常关注以下特征：

初始值 𝒙(0) 的设定（往往为 𝒙[0] 或 𝒙[0] + Δ𝑡𝒗[0]）
求解线性方程组的方法（直接法、迭代法）
线性方程组系数矩阵 1

Δ𝑡2 𝑴 + 𝑯(𝒙(𝑘)) 是否半正定（影响解的唯一性
和求解算法的选用），是否对角占优（影响求解算法的选用和优化）
牛顿法迭代次数的多少（工程实践中，一般迭代次数不多）

可以证明，当弹簧伸长时，系数矩阵一定是半正定的，有唯一解。当弹簧压
缩时，系数矩阵不一定是半正定的，可能出现多解，如下图所示：
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理弯折模型
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理弯折模型

简单的防弯折弹簧模型

简单的防止表面过度弯折的弹簧可以如下建立：在初始状态下，穿过相邻
的三角形边，在对角顶点之间建立弹簧。

该模型存在问题：当顶点整体产生平移，而导致表面弯折时，由于两点之间
距离没有发生改变，该弹簧不会产生有效的约束弹力。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理弯折模型

局部曲率模型

为使软体表面维持原始的弯曲程度，可以利用数
学上的概念，建立局部曲率模型，也称
Quadratic Bending Model（二次弯曲模型）。根
据离散拉普拉斯-贝尔特拉米算子的定义，建立
与两个相邻三角面的表面几何有关的矩阵

𝒒 =
⎡
⎢⎢
⎣

(cot 𝜃1 + cot 𝜃3)𝑰
(cot 𝜃0 + cot 𝜃2)𝑰
(cot 𝜃0 + cot 𝜃1)𝑰
(cot 𝜃2 + cot 𝜃3)𝑰

⎤
⎥⎥
⎦

∈ ℝ12×3� (16)
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理弯折模型

局部曲率模型 - 续

那么，该相邻三角面定义的局部弯曲能量为

𝐸(𝒙) = 3||𝒒𝑇 𝒙||2
2(𝐴0 + 𝐴1) , (17)

其中 𝒙 为四个顶点的原始位置，𝐴0, 𝐴1 为两个三角形的原始面积。可以证
明，当该相邻三角面形成的二面角的度数为 0 时，𝐸(𝒙) = 0，否则
𝐸(𝒙) ≠ 0。
当仿真过程中，三角面出现弯曲现象时，可以计算此时的 𝐸(𝒙) 产生的张力

𝒇(𝒙) = −∇𝐸(𝒙) (18)

进而对各顶点施加弯曲约束力。由于该方法容易得到解析形式的能量梯度
和 Hessian，因此与隐式积分方法契合度高。
不过，当初始状态并非平面时，𝐸 ≠ 0，该模型将给出不合预期的结果。可
以采用 Cubic shell model、Projective Dynamics model (cotangent
formula) 等加以改进。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理弯折模型

质点-弹簧系统的弯折锁问题 I

质点-弹簧系统往往具有“弯折锁”的问题：在某些方向上，被仿真的软体永
远不可能产生弯曲现象，即便我们没有添加任何弯曲相关的约束。
例如，若我们在顶点四边形的对角线上建立弹簧，则该四边形永远不可能
沿着另一对角线弯折。这是因为该弹簧会阻碍其两端顶点互相接近。

在实时物理仿真应用中，该问题在视觉上的表现通常并不明显，但由于欠
缺物理真实性，因此质点-弹簧系统难以应用于严肃的应用中。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理弯折模型

质点-弹簧系统的弯折锁问题 II

产生这一问题的根本原因是，三角形网格上的质点-弹簧模型对软体模型的
约束能力存在下确界，即模型各顶点的自由度存在上确界，而软体模型的
各顶点本应可以具有更高的自由度。即，质点-弹簧系统对软体的仿真导致
了自由度的丢失。
设软体表面为三角形网格，且我们对网格中的每一条边都建立了弹簧。网
格的顶点数为 𝑉 ，边数为 𝐸，位于模型边界处的边数为 𝐸𝑏，那么由欧拉公
式，可以证明

𝐸 = 3(𝑉 − 1) − 𝐸𝑏 (19)

软体仿真中的未知量为各顶点的位置，自由度为 3𝑉 ，这也是理论上的最大
自由度。但由于我们建立了 𝐸 个弹簧，若视它们均为刚性约束，则系统自
由度变为

3𝑉 − 𝐸 = 3 + 𝐸𝑏. (20)

容易发现，这与模型内部的三角剖分方式无关。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理弯折模型

质点-弹簧系统的弯折锁问题 III

提高质点-弹簧仿真系统的自由度的方式包括但不限于：
1（hack）当弹簧压缩时，赋予更小的 𝑘
2（hack）在小范围的压缩/伸长量内，将弹簧弹力设为 0
3 选择性地对模型内部的每一条边建立弹簧
4 进一步地，设置仿真 LOD，进行逐层仿真，每层仿真使用的模型不同
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理约束的建立与求解

高强度弹簧的仿真

生活中的布料、橡胶模型等物体，在小范围的变形之外会具有较高的刚性，
对应质点-弹簧系统中较高的劲度系数 𝑘。然而，质点-弹簧系统的半隐
式/隐式积分法均对较大的 𝑘 敏感：

对半隐式积分/显式积分而言，较大的 𝑘 将可能导致 overshoot，需要
更小的时间步长，对调参提出要求的同时降低了仿真效率
对隐式积分而言，较大的 𝑘 将导致在弹簧压缩时，需要求解病态的线
性方程组，所需计算时间更长

因此，在实时物理仿真应用中，常采用约束法处理这类高强度弹簧的仿真。

星海 基于物理的动画：布料与软体动力学 28 / 70



软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理约束的建立与求解

弹簧约束
若弹簧强度较高，我们期望在每一帧的仿真结束后，两端顶点 𝑖, 𝑗 的间距都
能回到原长 𝐿。于是，我们可以定义约束函数

𝜙(𝒙) = ||𝒙𝑖 − 𝒙𝑗|| − 𝐿 (21)

当 𝜙(𝒙) = 0 时，弹簧长度为原长，即满足约束。将当前状态变换到满足约
束的状态的过程，称约束投影。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理约束的建立与求解

约束投影作为优化问题 I

我们期望在约束投影的过程中，满足“最短路径”原则，即此过程中系统的状
态（质量加权顶点的位置）的改变量最小。形式化地，这对应优化问题

⎧{
⎨{⎩

{𝒙new
𝑖 , 𝒙new

𝑗 } = arg min {1
2(𝑚𝑖||𝒙new

𝑖 − 𝒙𝑖||2 + 𝑚𝑗||𝒙new
𝑗 − 𝒙𝑗||2)} ,

𝑠.𝑡. 𝜙(𝒙) = 0
(22)

几何上，该优化过程将不满足 𝜙(𝒙) = 0 的状态沿最短路径移动到了约束流
形 𝜙(𝒙) 的边缘，如图所示：
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理约束的建立与求解

约束投影作为优化问题 II

对于弹簧约束而言，该优化问题的解是显然的：

⎧{{
⎨{{⎩

𝒙new
𝑖 = 𝒙𝑖 − 𝑚𝑗

𝑚𝑖 + 𝑚𝑗
(||𝒙𝑖 − 𝒙𝑗|| − 𝐿) 𝒙𝑖 − 𝒙𝑗

||𝒙𝑖 − 𝒙𝑗||
,

𝒙new
𝑗 = 𝒙𝑗 + 𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 𝑚𝑗
(||𝒙𝑖 − 𝒙𝑗|| − 𝐿) 𝒙𝑖 − 𝒙𝑗

||𝒙𝑖 − 𝒙𝑗||
,

(23)

除了弹簧原长约束，我们也可以定义系统中的其他约束，如位置约束、弯曲
约束、四面体张力约束等，有些碰撞也可以视作约束进行求解。但它们的约
束函数可能更复杂，涉及系统中的更多变量，也更难求解。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理约束的建立与求解

整体约束的投影 - 串行法

对系统中的多个约束，我们需要保证它们在最终都能得到正确投影，因此
需要一个整体的求解框架。基本方法包括串行法（Gauss-Seidel style）和
并行法（Jacobi style）。UE5 Chaos 采用 CPU 上的串行法求解约束。

串行法的约束求解相当直接：“对所有约束，按顺序求解它们，然后更
新顶点位置”，迭代这一步骤若干次即可

如果要严格投影所有约束，该方法可能需要较多的迭代次数，且最终
结果可能存在“振荡”现象，且与约束的求解顺序有关
该方法天生难以并行化，但其并行化的实践也有一些研究成果（染色
法）
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理约束的建立与求解

整体约束的投影 - 并行法

并行法的约束求解，会“为每个约束记录其对顶点的影响程度，最后统
一对各顶点根据其累积的影响程度，进行加权平均，更新顶点位置”，
这一步骤也可以迭代若干次。
如果要严格投影所有约束，该方法的收敛率较串行法低，但相对串行
法避免了“振荡”现象
该方法的整体计算量大于串行法，但可并行性较高，易于并行化
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理Position Based Dynamics

PBD 流水线 I

Position Based Dynamics (PBD) 是一个被实时物理仿真应用广泛使用的
经典约束仿真方法，UE5 Chaos、Nvidia PhysX 和 Bullet 等物理引擎均
使用 PBD 进行软体仿真，其仿真流水线如下：

1 输入状态 𝒔[0] = {𝒗[0], 𝒙[0]}
2 对每个顶点 𝑖，更新仿真状态，这里的 𝒇 [0] 不考虑约束力（内力），只

涉及环境力（如重力、空气阻力、用户施加的力等）

{𝒗 = 𝒗[0] + Δ𝑡𝑴−1𝒇 [0],
𝒙 = 𝒙[0] + Δ𝑡𝒗

(24)

3 进行约束投影，得到新的顶点位置

𝒙new = Projection(𝒙) (25)
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理Position Based Dynamics

PBD 流水线 II

4（进行碰撞后处理后）更新速度和位置

{𝒗[1] = 𝒗 + (𝒙new − 𝒙)/Δ𝑡,
𝒙[1] = 𝒙new (26)

5 输出状态 𝒔[1] = {𝒗[1], 𝒙[1]}
注意：

PBD 方法在第一步仿真时，一般不考虑约束相关的力，如弹簧的弹力，
仅将被仿真对象视作粒子系统处理。若这一步仿真考虑了约束相关的
力，使用了较复杂的动力学仿真（如隐式积分），则一般将后续的约束
投影视作让结果更合理的后处理过程，这一方法被称为 Strain
Limiting，可避免大形变时的瑕疵
最后的速度更新 𝒗[1] = 𝒗 + (𝒙new − 𝒙)/Δ𝑡 在 PBD 原始论文中，是
𝒗[1] = (𝒙new − 𝒙)/Δ𝑡，但如果综合考虑第一步仿真得到的 𝒗，通常可
以带来更好的动力学效果。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理Position Based Dynamics

PBD 流水线 III

PBD 的优点：
计算量较小，在低分辨率下效果较好，适合实时物理仿真应用场景
约束求解易于并行化（PhysX / nvcloth 在 GPU 上并行求解约束投影）
与刚体 Shape Matching 和部分流体仿真算法框架契合，易于迁移

PBD 的缺点：
约束投影的迭代次数往往直接影响到最终结果。一般地，若迭代次数较
多，则最终的软体表面的刚性较强，容易产生“弯折锁”问题；反之，若
迭代次数较少，则最终的软体表面更柔软。为呈现一定的美术效果，往
往需要多次调试此参数
软体表面的分辨率（弹簧约束的密度）也会直接影响到最终结果。一般
地，若表面分辨率高，则弹簧约束密度较高，整体细节层次更高，只需
较少的迭代次数即可收敛，因此一般会呈现出较高的刚性；反之，若表
面分辨率低，则需较多的迭代次数才可收敛，当迭代次数设置较小时，
会呈现出整体的柔性
由于以上两个特性，PBD 不具备较高的物理真实性，但能够通过调参
控制整体的美术表现，因此在游戏物理引擎中应用广泛
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理Projective Dynamics

Projective Dynamics

Projective Dynamics (PD) 是一个更具有物理意义的约束法，其为每个约
束定义了其势能（通常为二次形式），最终采用类似隐式积分的牛顿法求解。
不同的是：

该方法继承了 PBD 的约束投影思路，同样将约束力（内力）和环境力
（外力）分开考虑，系统解耦程度高，应用范围广

该方法的约束投影由独立步骤完成，进而使投影后的状态与投影前的
状态无关，使得该方法的线性方程组的系数矩阵被简化为实对称矩阵

（但不一定半正定），仅与当前系统的约束有关，与被仿真对象无关，因
此可预计算，效率较高

限于篇幅，本讲仅涉及 PD 对质点-弹簧系统的建模，不涉及其他约束形式
和系统的具体实现。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理Projective Dynamics

PD 定义的约束势能 I
对每个约束 𝑐，根据约束类型，PD 定义其约束势能的类型为

𝐸𝑐(𝒙) = 𝑤𝑐
2 ||𝑨𝑐𝒙 − 𝑩𝑐𝒚||2 (27)

其中 𝑤𝑐 为约束 𝑐 的正权重，𝒚 是 𝒙 在约束 𝑐 上的使势能为 0 的投影，
𝑨𝑐 和 𝑩𝑐 是两个与 𝑐 的类型有关的常量矩阵。PD 的约束投影为一独立过
程，因此在求解 𝐸𝑐(𝒙) 的梯度时，认为 𝒚 与 𝒙 无关。
例如，当 𝑐 为弹簧约束时，有

𝐸𝑐(𝒙, 𝒚) = 𝑤𝑐
2 ||(𝒙𝑖 − 𝒙𝑗) − (𝒙new

𝑖 − 𝒙new
𝑗 )||2 (28)

可以看出，该式与弹簧弹性势能的定义式相同，但劲度系数替换成了约束
权重，且约束投影与原状态无关，故

⎧{
⎨{⎩

𝒇𝑐,𝑖(𝒙, 𝒚) = −∇𝑖𝐸𝑐(𝒙, 𝒚) = 𝑤𝑐((𝒙new
𝑖 − 𝒙new

𝑗 ) − (𝒙𝑖 − 𝒙𝑗)),

𝑯𝑐(𝒙) = 𝜕2𝐸𝑐(𝒙, 𝒚)
𝜕𝒙2

𝑖
= 𝑤𝑐𝑰3

(29)
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理Projective Dynamics

PD 定义的约束势能 II

注意到，此时由两个质点组成的弹簧系统的 Hessian

𝑯𝑐 = [ 𝑯𝑐(𝒙) −𝑯𝑐(𝒙)
−𝑯𝑐(𝒙) 𝑯𝑐(𝒙) ] = 𝑤𝑐 [ 𝑰3 −𝑰3

−𝑰3 𝑰3
] (30)

为常量矩阵。这使得 PD 相对隐式积分方法，在线性方程组的系数矩阵的
计算上更方便。
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理Projective Dynamics

PD 在质点-弹簧系统上的实例

设所有弹簧的劲度系数相同为 𝑤𝑐，则

𝐸(𝒙) = 𝑤𝑐
2 ||(𝒙0−𝒙1)−(𝒙new

0,0 −𝒙new
0,1 )||2+

𝑤𝑐
2 ||(𝒙0 − 𝒙2) − (𝒙new

1,0 − 𝒙new
1,2 )||2+

𝑤𝑐
2 ||(𝒙0 − 𝒙3) − (𝒙new

2,0 − 𝒙new
2,3 )||2+

𝑤𝑐
2 ||(𝒙1 − 𝒙2) − (𝒙new

3,1 − 𝒙new
3,2 )||2+

𝑤𝑐
2 ||(𝒙2 − 𝒙3) − (𝒙new

4,2 − 𝒙new
4,3 )||2,

𝒇0 = 𝑤𝑐((𝒙new
0,0 − 𝒙new

0,1 ) − (𝒙0 − 𝒙1)+
(𝒙new

1,0 − 𝒙new
1,2 ) − (𝒙0 − 𝒙2)+

(𝒙new
2,0 − 𝒙new

2,3 ) − (𝒙0 − 𝒙3)), (31) 𝑯 = 𝑤𝑐
⎡
⎢⎢
⎣

3𝑰3 −𝑰3 −𝑰3 −𝑰3
−𝑰3 2𝑰3 −𝑰3 𝑶3
−𝑰3 −𝑰3 3𝑰3 −𝑰3
−𝑰3 𝑶3 −𝑰3 2𝑰3

⎤
⎥⎥
⎦

(32)
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理Projective Dynamics

PD 流水线 I

1 输入状态 𝒔[0] = {𝒗[0], 𝒙[0]}
2 对每个顶点 𝑖，根据外力 𝒇 [0]

ext 更新仿真状态，不考虑约束力（内力），
只涉及环境力（如重力、空气阻力、用户施加的力等）

{𝒗 = 𝒗[0] + Δ𝑡𝑴−1𝒇 [0]
ext,

𝒔 = 𝒙[0] + Δ𝑡𝒗
(33)

3 初始化 𝒙(0) = 𝒙[0] 或 𝒙(0) = 𝒔（推荐后者）。牛顿法迭代 𝐾 次：
1 𝒚 = Projection(𝒙(𝑘))
2 求解线性方程组

( 1
Δ𝑡2 𝑴 + 𝑯) Δ𝒙 = − 1

Δ𝑡2 𝑴(𝒙(𝑘) − 𝒔) + 𝒇(𝒙(𝑘), 𝒚) (34)

3 更新 𝒙(𝑘+1) = 𝒙(𝑘) + Δ𝒙
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理Projective Dynamics

PD 流水线 II

4（进行碰撞后处理后）更新速度和位置

{𝒙[1] = 𝒙(𝑘+1),
𝒗[1] = (𝒙[1] − 𝒙[0])/Δ𝑡,

(35)

5 输出状态 𝒔[1] = {𝒗[1], 𝒙[1]}
PD 的优点：

由于定义了约束势能，求解过程相对 PBD 具有清晰的物理意义，是严
格物理正确的方法的优秀近似
线性方程组的系数矩阵可预计算，求解方便
收敛速率较高，收敛行为与网格表面分辨率无关

PD 的缺点：
若在运行时修改约束，则会导致线性方程组系数矩阵发生变化，不利于
实时求解
虽然约束投影步骤（Jacobi style）易于并行，但线性方程组求解步骤不
易并行
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软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理eXtended PBD

XPBD I

继承了 PBD 和 PD 的思想，Extended Position Based Dynamics
(XPBD) 是一种较新的约束法，将柔度矩阵 𝑪 引入仿真流程，改进了 PBD
中的约束求解步骤，并引入了 PD 的势能的二次形式，使之具有物理意义。
尽管 XPBD 的运行效率不及 PBD，但物理正确性更高，且能稳健地仿真
𝑘 → ∞ 时的弹簧约束。这种约束可用于骨骼动画中关节的连接。UE5
Chaos 在 5.3 版本后加入了基于 XPBD 的布料仿真功能。
XPBD 改进的是 PBD 中的约束投影这一步：

𝒙new = Projection(𝒙) (36)

具体地，设系统中的总约束数目为 𝑚，约束 𝑐 对应的函数 𝜙𝑐(𝒙) 和势能函
数 𝐸𝑐(𝒙) 满足

𝐸𝑐(𝒙) = 𝑤𝑐
2 (𝜙𝑐(𝒙))2 (37)
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XPBD II

那么，系统的总势能为一二次型，将其写成矩阵形式为

𝐸(𝒙) = ∑
𝑐

𝐸𝑐(𝒙) = ∑
𝑐

𝑤𝑐
2 (𝜙𝑐(𝒙))2 = 1

2𝚽𝑇 (𝒙)𝑪−1𝚽(𝒙) (38)

其中 𝚽(𝒙) ∈ ℝ𝑚 = (𝜙𝑐1
(𝒙), … , 𝜙𝑐𝑚

(𝒙))𝑇 为所有约束对应函数组成的向
量，𝑪 = 1

𝑤𝑐
𝑰𝑚 ∈ ℝ𝑚×𝑚 为柔度矩阵，其为对角矩阵，且第 𝑖 个对角元素

为第 𝑖 个约束对应的刚度 𝑤𝑐 的倒数。
此时，系统的力为

𝒇(𝒙) = −∇𝐸(𝒙) = − (𝜕𝐸
𝜕𝚽

𝜕𝚽
𝜕𝒙 )

𝑇
(39)

记 𝑱(𝒙) = 𝜕𝚽(𝒙)
𝜕𝒙 ∈ ℝ𝑚×3𝑛 为 Jacobi 矩阵，那么

𝒇(𝒙) = −𝑱𝑇 𝑪−1𝚽 (40)
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XPBD III

记
𝝀 = 𝐶−1𝚽(𝒙) (41)

为拉格朗日乘子（辅助用的对偶变量）。由隐式积分，可得

{𝒙new = 𝒙 + Δ𝑡𝒗new,
𝑴𝒗new = 𝑴𝒗 + Δ𝑡𝒇new(𝒙) (42)

由泰勒展开得

𝚽new = 𝚽 + 𝜕𝚽
𝜕𝒙 (𝒙new − 𝒙) = 𝚽 + 𝑱(𝒙new − 𝒙) (43)

联立以上各式 (40)(41)(42)(43) 得

[ 𝑴 −Δ𝑡𝑱𝑇

Δ𝑡𝑱 𝑪 ] [𝒗new

𝝀new] = [𝑴𝒗
−𝚽] (44)
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XPBD IV

求解此线性方程组，即可得到 𝒗new，进而可以更新顶点位置 𝒙new，完成约
束投影式 (36) 的计算。求解方式包括直接构造线性系统，然后用各类方法
求解，或者间接构造线性系统，用 Gauss-Seidel 迭代法求解，迭代 𝐾 步
即可。原论文采用后者，且 𝐾 的值一般较小，以避免较高的计算开销。
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XPBD - Pros & Cons

XPBD 的优点：
相对 PBD，迭代次数和分辨率不会影响仿真结果，有明确的物理意义

（内力），稳健性强
仿真框架继承 PBD，调节柔度与调节刚度的工作流类似，利于应用迁移
与刚体 Shape Matching 仿真方法契合，同时与骨骼关节长度约束契
合，设置 𝑪 = 𝑶 可应用于 ragdoll 动画

XPBD 的缺点：
相对 PBD 需要求解线性方程组，开销较大——但 UE5 Chaos 并没有
认真地解这个线性方程组，而是使用了一种 Gauss-Seidel 方法的近似
用一步迭代解出结果
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碰撞检测流水线
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空间物体的哈希存储

重点思想：预先将空间物体的位置进行归类，以剔除大部分没有交集，
不可能或极少产生碰撞的物体。
更新处理：场景中大部分物体为静态物体，一般不需要更新；对于动
态物体，也不一定需要每帧都更新其哈希存储，够用即可。
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Morton Code
Morton 码是一个利用了 cache 的空间局部性的空间哈希存储结构，
相对简单的线性存储对硬件更友好
Morton 码基于以下的一般假设：对空间中的某个位置，若其被访问，
则其相邻位置的数据也很有可能被访问，因此在存储该位置数据时，
应当尽可能让与其在空间上相邻的数据在物理存储器上也相邻。因此，
其具有“Z”字形的存储特点
下图左为传统线性存储，右为二维 Morton 码存储
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层次包围体

层次包围体 (Bounding Volume Hierarchy, BVH) 是一系列存储空间
位置的树状数据结构的统称。
空间哈希将各物体从空间位置上分类，而 BVH 则将各物体从空间上
的包含关系分类。两者可以结合使用。
查询碰撞时，逐层检测即可，直到检测到叶子结点方可确认相交。若
未发生碰撞，通常在检测路径中途即可结束查询算法。

星海 基于物理的动画：布料与软体动力学 56 / 70



软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理相交检测与处理

目录

1 软体仿真

2 质点-弹簧系统

3 约束法

4 碰撞检测与处理
概述
相交剔除
相交检测与处理

星海 基于物理的动画：布料与软体动力学 57 / 70



软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理相交检测与处理

碰撞检测 - 概述

一般地，刚体-刚体碰撞检测和软体-刚体碰撞检测可直接使用 SDF，
但软体-软体碰撞检测则无法很好地应用 SDF，因为软体表面每时每
刻都可能发生变化，因此 SDF 每时每刻都会发生变化
对于布料-布料碰撞检测而言，难度会更大，因为布料不存在明确的外
部、内部的定义
对于软体的自相交检测，难度相当大，本讲不会涉及
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离散碰撞检测与处理 - 基于 SDF

对于软体-刚体碰撞检测，我们可以效仿刚体-刚体碰撞检测的方法
（检测 SDF 值 𝜙(𝒙) 的正负）

对于碰撞处理，也有许多类似刚体的方法，即惩罚法、冲量法等。一般
的物理引擎使用冲量法，但可能不会严格地更新软体顶点在被推出后
的速度向量
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离散碰撞检测 - 顶点-三角形相交检测 I

对于软体-软体碰撞检测，我们只能关注 primitive（顶点、边、三角形）
之间是否发生了相交现象，来判断是否发生了碰撞

形式化地，对每个软体顶点 𝑖，设其在时刻 0 时的位置为 𝒙𝑎，在时刻
1 时的位置为 𝒙𝑏，且其在时间段 [0, 1] 内近似做匀速直线运动，那么
其在时刻 𝑡 ∈ [0, 1] 时的位置为

𝒙(𝑡) = (1 − 𝑡)𝒙𝑎 + 𝑡𝒙𝑏 (45)
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离散碰撞检测 - 顶点-三角形相交检测 II

而对每个需要检测的三角形 {𝒙0, 𝒙1, 𝒙2}，我们假设其静止，可以运用
向量混合积，检测其与软体顶点 𝑖 的共面情况，即求解方程

(𝒙(𝑡) − 𝒙0) ⋅ (𝒙1 − 𝒙0) × (𝒙2 − 𝒙0) = 0 (46)

若上式的解 𝑡 ∈ [0, 1]，且 𝒙(𝑡) 确实在 {𝒙0, 𝒙1, 𝒙2} 组成的三角形内
部，则产生了相交，否则没有相交

星海 基于物理的动画：布料与软体动力学 61 / 70



软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理相交检测与处理

离散碰撞检测 - 边-边相交检测

仅仅进行顶点-三角形相交检测是不够的，
可能存在顶点-三角形未相交，但边-边发生
了相交的情况
同时进行顶点-三角形和边-边检测，即可在
三角形网格上排除所有可能的相交情况
检测思路类似：设边 {𝒙𝑎, 𝒙𝑏} 在下一帧的
位置为 {𝒙𝑐, 𝒙𝑑}，边 {𝒙0, 𝒙1} 静止，该问
题可转换为求解线段 {𝒙0, 𝒙1} 是否存在点
与 {𝒙𝑎, 𝒙𝑏, 𝒙𝑐, 𝒙𝑑} 四边形相交
因此，同顶点-三角形相交检测的算法，只
需进行共面检测和点在四边形内部检测即可

星海 基于物理的动画：布料与软体动力学 62 / 70



软体仿真 质点-弹簧系统 约束法 碰撞检测与处理相交检测与处理

连续碰撞检测与处理 - 基于 SDF I

如果时间步长较大，而 SDF 为负值的区域较小，有可能会发生两帧之
间，物体发生了穿透，但未能检测到 SDF 为负的情况

为此，需要列出一个关于 𝑡 的方程，查询该方程在两帧之间的时刻是
否有解
形式化地，对每个软体顶点 𝑖，其在时刻 𝑡 ∈ [0, 1] 时的位置为

𝒙(𝑡) = (1 − 𝑡)𝒙𝑎 + 𝑡𝒙𝑏 (47)
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连续碰撞检测与处理 - 基于 SDF II

对需要查询的刚体 SDF𝜙(𝒙)，若其在时间段 [0, 1] 也发生了运动，则
需要从位置和朝向分别插值其位置，进而对 SDF 做线性变换（公式省
略）。记在此时间段内的 SDF 为 𝜙(𝒙, 𝑡)。
最后我们需要求解方程

𝜙(𝒙(𝑡), 𝑡) = 0 (48)

在 [0, 1] 内是否有解 (𝒙, 𝑡)。若有解，则顶点 𝑖 在时刻 𝑡 位于 𝒙(𝑡)，此
时恰好位于刚体表面，即可以认为发生了相交，反之则没有相交
对于复杂刚体而言，𝜙(𝒙, 𝑡) 可能不是解析的，因此一般使用简单包围
盒近似即可
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连续碰撞检测 - 顶点-三角形相交检测

对于软体-软体连续碰撞检测，我们需要同时关注每个 primitive 的移
动趋势，好在我们只需插值匀速直线运动即可
形式化地，我们可以先进行共面检测

(𝒙3(𝑡) − 𝒙0(𝑡)) ⋅ (𝒙1(𝑡) − 𝒙0(𝑡)) × (𝒙2(𝑡) − 𝒙0(𝑡)) = 0, (49)

这是一个一元三次方程。使用二分法确定其在 [0, 1] 内的解 𝑡 后，检测
𝒙3(𝑡) 是否在 {𝒙0(𝑡), 𝒙1(𝑡), 𝒙2(𝑡)} 组成的三角形内。若在，则产生了
碰撞
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连续碰撞检测 - 边-边相交检测

对于边-边相交检测，情况是类似的。先进行共面检测

(𝒙3(𝑡) − 𝒙0(𝑡)) ⋅ (𝒙1(𝑡) − 𝒙0(𝑡)) × (𝒙2(𝑡) − 𝒙0(𝑡)) = 0, (50)

确定其在 [0, 1] 内的解 𝑡 后，检测线段 {𝒙2(𝑡), 𝒙3(𝑡)} 是否与线段
{𝒙0(𝑡), 𝒙1(𝑡)} 相交。若是，则产生了碰撞

注意：
对于实时物理仿真应用而言，尽量避免使用连续碰撞检测，其开销将
相对离散碰撞检测显著提高
也有人认为，巧妙地设计相交剔除，才可以解决许多碰撞检测与处理
流程的性能瓶颈
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软体-软体的碰撞处理

由于软体的表面是不规则的，没有 SDF 可以方便地将顶点“推出”，因
此需要使用一些迭代法将产生碰撞的顶点从相交状态变为安全状态
有两大类方法：Interior Point Methods 和 Impact Zone
Optimization。前者在安全区中不断寻找与顶点最近的安全位置，后
者在相交区不断试图朝安全区靠近。前者保证成功，但效率低，后者
效率高，但可能失败
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Interior Point Methods 作为优化问题
Interior Point Methods 可以被形式化为如下的优化问题

𝒙resolved = arg min
𝒙

{1
2||𝒙 − 𝒙[1]||2 + 𝐸(𝒙)} (51)

其中，𝐸(𝒙) 为 barrier 能量函数，用于控制目标点的位置：当点位于相交
区时，𝐸(𝒙) = +∞；当点位于安全区时，𝒙 与相交模型越远，𝐸(𝒙) 的值
越小。例如，可以用 log-barrier 函数实现之：

𝐸(𝒙) =
⎧{
⎨{⎩

−𝜌 ∑
𝑡

log 𝒅𝑡(𝒙), 𝒙位于安全区

+∞, 𝒙位于相交区
(52)

其中，𝒅𝑡(𝒙) 为 𝒙 到陷入的相交模型的各三角形面 𝑡 的距离向量，由碰撞
检测步骤给出。
由于上式的函数均解析可微，因此为求解该问题，可以直接使用梯度下降
法迭代：

𝒙(𝑘+1) = 𝒙(𝑘) + 𝛼 (𝒙[1] − 𝒙(𝑘) + 𝜌 ∑
𝑡

𝒅𝑡(𝒙)
||𝒅𝑡(𝒙)||2 ) (53)
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困难的布料-布料碰撞检测
三维的布料-布料碰撞难以检测，这是因为布料没有内侧和外侧的定义，因
此难以检测顶点-三角形是否是产生了相交，还是只是出现在了三角形的另
一侧。

有一些检测相交线的方法，在部分场景下表现还可以，但无法稳健地处理
许多边界情况。
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Thanks for your watching!
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