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基于 GPU的高性能弹性体仿真器的设计与实现

摘要

当前，图形学社区针对布料、橡胶和软体等可变形体的仿真提出了许多新颖

的算法。这些算法在性能和表现上可胜过工业界倾向于沿用的，通过基于位置

的动力学（position based dynamics，PBD）仿真框架实现的较成熟的方法。在计

算并行化成为高性能计算的一大发展趋势的当下，整合现有的高性能算法，利用

现代图形处理器（GPU）的强并行计算能力，设计一个高性能弹性体仿真器已成

为工业引擎的迫切需要。

本毕业设计基于投射动力学（projective dynamics，PD）仿真框架和 Nvidia

CUDA GPU计算平台，设计并实现了一款新颖的弹性体仿真器。该仿真器支持

在 GPU上并行完成局部约束求解和全局线性系统求解这两大计算流程，从而高

效地实现了复杂场景或高分辨率模型的交互式速率甚至实时仿真。通过精简但

稳健的离散碰撞检测，程序实现了复杂弹性体模型与简单凸几何体的实时碰撞

检测与处理。仿真器提供了友好的图形用户界面（GUI），使用户可以方便地创

建自己的沙盘模型进行仿真或调整参数。本文的实验部分（节 7）提供了大量交

互式速率或实时仿真实例供参考，并与著名的工业界物理引擎 PhysX（NvCloth）

和 Bullet就弹性体仿真方面进行了对比。结果显示，本仿真器在布料仿真上的效

率不逊于 PhysX（NvCloth）和 Bullet，而在视觉和物理表现上基本一致。在具体

积弹性体的仿真上，本仿真器较 PhysX使用了更高精度的四面体模型，效率低

于 PhysX，但更多地还原了局部细节；在设置 Bullet仿真的四面体模型与本仿真

器一致后，本仿真器在效率和视觉表现上均优于 Bullet。

关键词：基于物理的模拟；弹性体；迭代求解器；GPU
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基于 GPU的高性能弹性体仿真器的设计与实现

Abstract

Recently, for deformable meshes such as cloths, rubbers and soft bodies, the graph-

ics community has proposed various novel algorithms for simulation. These algo-

rithms may surpass traditional and developed methods based on position-based dynam-

ics (PBD) that the industries continue to use. While parallel computing has become

a major trend in high-performance computing, there is a need for industrial engine to

assemble existing efficient algorithms, utilize the strong parallel computing power of

modern GPUs, and design a high-performance deformable mesh simulator.

In this project, a novel deformable mesh simulator based on projective dynamics

(PD) and Nvidia CUDAGPU computing platform is designed and developed. The sim-

ulator can perform local constraint solving (local solve) and global linear system solv-

ing (global solve) on the GPU parallel, making it be able to simulate complex scenes or

high-resolution models at an interactive rate or even in real time. By reduced but robust

discrete collision detection, the simulator can perform real time collision detection and

resolution between complex deformable mesh and simple convex geometry. Friendly

GUI is offered in the simulator, helping user to create sandbox on their own and con-

trol the simulation or tune the parameters. Various instances of simulation are provided

in Section 7 for reference purpose, and compare the simulator to the famous industrial

physics engines PhysX (NvCloth) and Bullet. As a result, for cloth simulation, the

simulator is not worse in efficiency than PhysX (NvCloth) and Bullet; for visual and

physical behavior, the difference is negligible. For volumetric mesh simulation, the de-

signed simulator uses a tetrahedron mesh with higher resolution than PhysX’s, thus has

a lower efficiency but shows more local details. After setting the simulated tetrahedron

mesh in Bullet the same as the designed simulator, the simulator shows better result

both in efficiency and visual behavior compared with Bullet.

Key words: Physics-based simulation; Deformable mesh; Iterative solver; GPU
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基于 GPU的高性能弹性体仿真器的设计与实现

1 绪论

1.1 背景

生活中的弹性体包括布料、橡胶和可塑性软体等，它们不同于刚体和流体，

既具有一定的延展性，又具有显著的整体性。对诸如此类的弹性体进行物理仿

真，是当前图形学的热门话题。随着电影、游戏、设计和虚拟现实工业的迅速发

展，以及现代 GPU并行计算能力的大幅提升，如何高效地设计针对弹性体的仿

真算法，成为了学术界和工业界长期共同的挑战。

在图形学产业充分发展之前，制造业就在使用力学上的有限元方法[1]（FEM）

进行弹性体的仿真。对于实时交互型应用而言，这些方法的计算量往往过高，无

法满足实际需求。1998年，Baraff提出仿真布料的隐式欧拉积分法[2]，这是第一

个实时仿真弹性体的有效方法。随后，基于隐式欧拉积分的 shape matching[3]算法

被提出，其具有极佳的运行时效率，但由于算法设计并非出于物理定律，因此可

能导致一些不符物理规律的结果。基于位置的动力学[4]（position-based dynamics，

PBD）在 shape matching的基础上，将弹性体用约束建模，迭代投影约束，实现

了效率与表现上的平衡，成为了工业界许多求解器实现的基本算法。投射动力

学[5]（projective dynamics，PD）则在 PBD的基础上，定义了有物理意义的势能

项，将约束投影拆分成最小化约束流形和求解线性系统两个步骤，解决了 PBD

方法的若干问题，但在仿真速率上不具优势。后续的许多研究成果，基本上都以

这两个方法之一为框架进行改进，如提出新的加速方法[6][7][8]，或是修复这些方

法在某些方面的局限性[9][10]，抑或证明这些方法在某些配置下与其他论文方法

的等价性[11][12]。可见，PBD和 PD都是弹性体模拟的通行算法框架，而且在实

际应用中仍具备许多挖掘和改进价值，各类科研成果方兴未艾。

鉴于 PD的提出时间较晚，实现较复杂，且效率相对不及 PBD，工业界仍倾

向于沿用基于 PBD的更加成熟的方法，但这些方法在表现和性能上均存在许多

可改进之处。基于 PBD的方法在物理上的理论依据不强，仅仅将模型作为粒子

系统整体进行运动学模拟，与弹性相关上的约束处理则基于一个简单的非物理

1
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的模型；而 PD框架在设计之初就已经考虑到了这一点，使用各类约束来模拟弹

性势能，以正确表现剪切、拉伸、收缩和体积/长度变化的效果。由于在设计上定

义了约束势能，PD在物理正确性上更胜 PBD一筹。在实现上，PBD的这一问题

则表现为被模拟物体的弹性与网格的分辨率和迭代次数有关，在迭代次数过高

时，往往产生 locking issue[13]，物体的弹性表现大大减弱，这使得迭代次数这一

参数难以调节。Nvidia推出的物理引擎，如 PhysX和 FleX，均采用了 CUDA[14]在

GPU上对 PBD进行并行计算，但 PD同样具有良好的可并行性[15][7][8]，通过实

现高吞吐率的 GPU算法，可以实现高性能的 PD求解，这一特性可弥补 PBD和

PD在串行计算性能上的差距，从而达成更好的物理仿真结果。

整合现有的高性能算法，利用现代 GPU的强并行计算能力，设计一个高性

能弹性体仿真器已成为生产实际的迫切需要。基于以上分析，本毕业设计基于

PD仿真框架和 Nvidia CUDA GPU计算平台，设计并实现了一款新颖的弹性体

仿真器，同时与工业界流行的仿真器（物理引擎）PhysX（NvCloth）和 Bullet进

行了比较。在各方面上，该仿真器的表现均可圈可点，之后将预期应用到国产工

业引擎 RaysEngine中，为实际生产实践做贡献。

1.2 同类产品研发情况

目前已有许多工业界的仿真器使用 PBD 作为算法框架。Nvidia PhysX 和

Nvidia FleX均使用 PBD模拟弹性体，但实现细节不同，前者同时也支持缓慢但

物理精确的 FEM。自 PhysX 4.0后，NvCloth从 PhysX中独立出来，成为 Nvidia

长期开发维护的工业级布料仿真器，算法实现基于 PBD。Bullet也是知名的开源

物理引擎，对弹性体的模拟方法同样基于 PBD。在 Unity引擎广泛使用的布料仿

真器 DynamicBone基于 PBD，而其替代品 Automatic-DynamicBone则基于快速

质点-弹簧系统[11]，可看作 PBD的某种特例。Unreal Engine 5在弹性体仿真上集

成了 Chaos物理引擎，使用 XPBD[9]（一种 PBD的改进）作为算法框架。虽然根

据迄今为止的调研，基于 PD的工业界仿真器仍未问世，但这不能否定 PD相对

PBD具有的独特优势——目前学术界在基于 PD的方法上发表的文章相对 PBD

2
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更多，也佐证了这一点。

本毕业设计在规模上仅包含约 5000行代码，虽不能与这些专业开发的仿真

器（物理引擎）在功能的广度上相比，但在弹性体仿真方面可谓五脏俱全，能够

仿真所有超弹性模型[16]。在易用性上，本毕业设计可提供的约束类型均具有直

观含义，且可供调节的参数不多，易于用户理解使用，在规模大小之外同工业界

仿真器相比并无劣势。

1.3 本文结构

节 2 描绘了算法的数学物理原理与仿真器的技术路线和整体架构。节 3 、

节 4和节 5分别探讨了局部约束求解、全局线性系统求解和离散碰撞检测这三个

仿真器的重要算法系统的实现，包括数学原理和算法描述。为展现仿真器的 UI

实现及其易用性，节 6介绍了其模型管理和图形用户界面（GUI）系统。节 7展

现了该仿真器对弹性体进行仿真的若干实验情况，并与工业界著名的 PhysX和

Bullet物理引擎就弹性体仿真方面进行了对比。最后，节 8总结了本毕业设计的

工作，并提出进一步的展望。
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图 2.1 动力系统示意。图中仅展示 n 顶点模型在顶点集 {v1, v2, . . . , v5} 的局部动力系统。
qi ∈ R3，vi ∈ R3，q = (qi)

T，v = (vi)
T，i ∈ {1, 2, . . . , n}。

q1

f3
f2

f4f5
fext,1

图 2.2作用于顶点的力示意。图中 fext,i ∈ R3，fext = (fext,i)
T，i ∈ {1, 2, . . . , n}。当为所

有边建立弹簧（边张力约束）时，各边为两端顶点施加弹力，故 fint,1 = f2 + f3 + f4 + f5。
fint的一般形式与具体约束有关，故其定义为约束势能的负梯度之和 −

∑
c ∇qwc(q)。

2 实施方案与整体架构

为使本文叙述完备，接下来将形式化 PD框架的计算流程，介绍程序采用的

技术栈，并给出其整体架构。

2.1 数学约定与算法描述

给定一个顶点数为 n 的三维动力系统，记位置向量 q ∈ R3n，速度向量

v ∈ R3n，作用于各顶点的外力 fext ∈ R3n，内力 fint(q) = −
∑

c ∇qwc(q)为一

关于 q的函数，其中 wc : R3n → [0,+∞)为约束 c的势能函数。运用牛顿第二定

4
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律，如图 2.1、图 2.2所示，对时刻 t到时刻 t+ 1进行隐式积分得到：

qt+1 = qt + hvt+1,

vt+1 = vt + hM−1(fint(qt+1) + fext),
(2-1)

其中M ∈ R3n×3n为质量矩阵，h为时间步长。将速度 vt+1代回，得到

M (qt+1 − qt − hvt) = h2(fint(qt+1) + fext),

→M (qt+1 − qt − hvt − h2M−1fext) = h2fint(qt+1).

令

st = qt + hvt + h2M−1fext, (2-2)

它的物理意义为不考虑内力、碰撞等其他因素，顶点在当前状态下继续移动一

时间步长后的位置。上式化为

M (qt+1 − st) = h2fint(qt+1) (2-3)

式 2-3传统上可使用牛顿迭代法[2]求解：

M (q(k+1) − st) = h2(fint(q
(k)) +K(q(k))(q(k+1) − q(k))) (2-4)

其中，迭代初值 q(0) = qt+1，K(q(k)) = ∂fint

∂q
为在 q(k)处的 Hessian（物理上是刚

性矩阵）。这一方法收敛较快，但计算 Hessian的代价很大，现已不再通行。PD

重新考虑了式 2-3，将其看作一个优化问题：

argmin
qt+1

1

2h2
||M 1/2(qt+1 − st)||2 +

∑
c

wc(qt+1) (2-5)

可对式 2-5求梯度验证其在解上与式 2-3的等价性。可见，||M 1/2(qt+1 − st)||2

一项希望最小化 qt+1 与 st 的“距离”，而
∑

c wc(qt+1)则希望最小化约束势能。

5
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PD进一步基于超弹性假设指出[5]，势能项 wc(qt+1)具有二次形式

∑
c

wc(qt+1) =
∑
c

ωc

2
||Acq −A′

cpc||2, (2-6)

其中 ωc是约束 c的正权重，pc是 q在约束 c上的使势能为零的投影，Ac和A′
c

为两个与 c的类型有关的常量矩阵，描述 q与 pc 的关系。例如，若 c是一个弹

簧，则式 2-6 中的 Acq ∈ R3 表示模拟时，弹簧两端顶点之间的位移向量，而

A′
cpc ∈ R3则表示弹簧处于原长时，两端顶点之间的位移向量，如此，模拟时弹

簧的弹性势能可由 wc(qt+1)描述。基于该模型，PD将主要求解过程分成两步：

1. 局部约束求解（local solve, local step）。这一步将当前位置 q根据各约束 c

投影到 pc，求解优化问题

min
pc

ωc

2
||Acq −A′

cpc||2. (2-7)

2. 全局线性系统求解（global solve, global step）。这一步利用 local step获取

的各约束投影 pc求解一个线性方程组。具体地，通过令式 2-5的梯度为零，

可以得到如下的线性方程组(
M

h2
+
∑
c

ωcA
T
c Ac

)
x =

M

h2
st +

∑
c

ωcA
T
c A

′
cpc. (2-8)

其中，系数矩阵A = M
h2 +

∑
c ωcA

T
c Ac是常量实对称矩阵，因此可预计算。

原始的 PD框架即使用基于 Cholesky分解的直接法求解该线性方程组，而

本仿真器则支持 Cholesky分解直接法和 Jacobi迭代法两种算法进行求解。

求解 x后，PD的一次迭代即完成，令 qt+1 = x，即进入下一次迭代。迭代

达到最大次数后即完成，更新各顶点的位置和速度。

以上的原始 PD的主要求解过程可由算法 1描述。可见，算法 1第 5行描述

的即为局部约束求解（local step，式 2-7），而第 7行描述的即为全局线性系统求

解（global step，式 2-8）。记算法 1第 3行至第 5行进行的迭代为 local-global迭

6
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算法 1:原始 Projective Dynamics求解框架
1 st = qt + hvt + h2M−1fext;
2 qt+1 = st;
3 repeat
4 forall constraint c do
5 pc = ProjectOnConstraintSet(c, qt+1);
6 end
7 qt+1 = SolveLinearSystem(st,p1,p2, . . . );
8 until reaches max #PDIteration;
9 vt+1 = (qt+1 − qt)/h;

代，简称 L-G迭代。L-G迭代的次数 #PDIteration是 PD算法的一个核心参数，

一般设置为 2到 10即可满足绝大多数场景的仿真需求，该参数设置过大将导致

计算缓慢，但计算结果不会有大的变化。PD算法框架中，需要仿真的弹性体均

包含若干约束，因此需要在仿真之前对这些约束进行预计算，以高效地完成每次

local-global迭代。因此，本仿真器的求解过程将主要包括如下两部分：

• 预计算，包括局部约束的预计算以及全局线性方程组系数矩阵的预计算，

这一步在工业软件中也常被称为“烘焙”。在预计算流程中，首先将根据

模型的M，不同约束的 ωcA
T
c Ac预构建系数矩阵A，并预计算 global step

中的线性求解器。同时，若用户要求使用 GPU进行 local step，则求解器还

需要将所有约束拷贝至 GPU内存。

• PD仿真，即算法 1的流程。本仿真器对 PD框架的实际计算流程与之略有

不同，如算法 2所示。在该计算流程中，主要加入了两次碰撞检测与处理

函数 ResolveCollision()，输入参数 Sco 表示场景中可能与被仿真对象

产生碰撞的物体的集合。此外，该流程根据实际情况调整了 L-G迭代求解

方法的传参，提高了求解效率。

算法核心流程，即 Project()、SolveLinearSystem()和 ResolveCollision()

的具体实现，将在接下来的若干节详细介绍。

7
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算法 2:本仿真器实现的 Projective Dynamics求解框架
1 st = qt + hvt + h2M−1fext;
2 st = ResolveCollision(Sco, st);
3 qt+1 = st;
4 repeat
5 b = (M/h2)st;
6 forall constraint c do
7 ωcA

T
c A

′
cpc = Project(c, qt+1);

8 b = b+ ωcA
T
c A

′
cpc;

9 end
10 qt+1 = SolveLinearSystem(b);
11 until reaches max #PDIteration;
12 qt+1 = ResolveCollision(Sco, qt+1);
13 vt+1 = (qt+1 − qt)/h;

2.2 技术栈简介

本仿真器是使用高效的 C++编程语言实现的跨平台程序，使用 CMake进行

构建，在 Arch Linux上开发并测试，同时采用了如下关键技术栈，它们均是跨平

台的，因此本毕业设计也可以方便地在Windows或 macOS上部署运行。

• OpenGL是用于渲染 3D图形的跨语言、跨平台的应用程序编程接口（API），

在本毕业设计中用于构建窗口，进行仿真场景的渲染。由于其应用广泛，社

区丰富，对于图形学研究应用而言，OpenGL基本上是首选的图形 API。

• Dear ImGui是基于 C++，支持多种图形 API的即时模式 GUI，在提供丰富

的 UI部件库的同时提供高效的渲染，是开发图形学实验应用的首选。

• Eigen[17]是基于 C++的开源数学库，内置的向量、矩阵数学结构为工程和

科研人员提供了基础数学运算上的便捷。在本毕业设计中，Eigen将被用

于在 CPU上表达大多数的向量、矩阵数学结构，并进行稀疏矩阵的构建和

奇异值分解。

• Nvidia CUDA[14]是Nvidia推出的通用GPU计算平台，在持有相应设备的情

况下，是开发高效并行计算程序的利器。本毕业设计聚焦于实现基于 GPU

8
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的并行计算，故使用 CUDA完成并行计算的开发。

• libigl[18]是图形学社区维护的高效 OpenGL几何处理算法库和框架，因其方

便性和实用性也常用于物理仿真的实验性算法开发。本毕业设计采用 libigl

精简了渲染和模型管理相关的代码，利用其 API实现了各类模型文件的导

入功能，以集中于物理仿真相关的实现。

• TetGen[19]和 TetWild[20]都是具有一定流行性的高效四面体网格生成算法，

配套有开源代码库；一般而言，后者相对前者而言的算法稳健性更高。在

具体积弹性体的仿真上，本毕业设计采用 TetGen 生成四面体网格，并在

TetGen无法完成工作时转而使用 TetWild生成。

2.3 整体架构

本毕业设计的整体架构如图 2.3所示。其中各模块描述如下：

1. 用户能够接触到的程序表层模块为 GUI模块和渲染模块。用户可操控 GUI

进行模型的增、删、改、查，控制算法参数，对指定顶点施加外力，等等。

本毕业设计的渲染器通过 OpenGL实现，实现了计算量较低的 Blinn-Phong

光照模型、基于 shadow mapping的软阴影和简单的材质捕获（MatCap）技

术。渲染器同时支持简单的调试功能，如显示线框、显示顶点的邻接情况

等等。在模型的几何结构较复杂、约束数目较多时，渲染的计算代价相对

物理仿真过程可忽略不计，因此不影响性能测试的进行。用户可通过系统

反馈的渲染情况，一目了然地获知物理仿真结果。

2. 程序的模型管理（mesh manager）模块管理了仿真过程中各模型的类型、位

置、速度和约束情况等信息，包括弹性体和可碰撞刚体的状态。用户可为

这些模型分配不同的着色方式，设置不同的仿真约束等，以呈现不同的仿

真效果。

3. 物理仿真算法模块包括 CPU算法和 GPU算法，其中预计算主要在 CPU上

进行，而 PD仿真则可选择在 CPU上或 GPU上进行。在 PD仿真阶段中，

9



浙江大学本科生毕业设计

feedback

                      Rendering

CRUD

GUI

vertices and faces

control
User

Physics Simulation Algorithms

GPU Algorithms CPU
Algorithms

Constraints

Mesh Manager

Colliders

set algorithm state update positions
& velocitiesset params

图 2.3毕业设计的整体架构
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local step和 global step这两个计算过程中的 CPU和 GPU算法将被用于性

能对比，为 GPU算法的高效性给出充分论证。该模块通过接收各模型的物

理仿真信息和算法参数进行仿真计算，并在每一帧的物理仿真结束后，将

所有仿真结果通过设置各模型的位置和速度，传递给模型管理模块；随后

渲染模块对各模型进行渲染，即可将结果反馈至用户。

本毕业设计中，除技术栈中介绍的第三方库之外，不再依赖其他环境。下文

将继续介绍本文的重点——高效的物理仿真算法的实现。

3 局部约束求解的实现

局部约束求解（local step，算法 2第 7行）是 PD框架中易于并行化的一部

分。为实现这一部分，首先，需要对局部约束进行数学建模，提取其抽象形式编

程实现，并在实验中优化算法。

3.1 局部约束的建模

一般地，一个 PD模拟过程的局部约束 c，是指一个 4元组 c = (ωc, Vc,Ac,A
′
c)，

其中 ωc表示该约束的权重，Vc表示该约束涉及的顶点集合，Ac和A′
c为式 2-7使

用到的投影矩阵，其中：

• Ac 的作用是选择当前顶点位置向量 q中存在于 Vc 的部分，并通过与约束

相关的计算流程，将其表达成一定的状态Acq。

• A′
c 的作用是在约束顶点集 Vc 中构造满足约束的状态。具体而言，记约束

顶点集的大小 |Vc| = k，pc = (p1, . . . ,pk)
T 为某一满足约束的顶点位置状

态，则 A′
cpc 将这一顶点位置通过与约束相关的计算流程，表达成与 Acq

同一维度的形式。

可见，构造Ac和A′
c的目的就是计算式 2-6的二次势能形式，其中Acq表示“当

前状态”，它不一定满足约束；A′
cpc表示“某个满足约束的状态”，pc通常为需

11
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Constraint

# weight: Scalar
# n_vertices: int
# vertices: array[VertexIndex]

+ clone()
+ get_involved_vertices()
+ precompute()
+ project(b, q)

PositionalConstraint

- p0: Vector3

EdgeStrainConstraint

- rest_length: Scalar

BendingConstraint

- rest_mean_curvature: Scalar
- laplacian_weights: array[Scalar]

- precompute_laplacian_weights(neighbor, q)
- apply_laplacian_weights(q)
- get_center_vertex_normal(q)

TetStrainConstraint

- min_strain_xyz: Vector3
- max_strain_xyz: Vector3
- D_m_inv: Matrix3

- precompute_D_m_inv()

CudaManaged

+ operator new()
+ operator delete()

图 3.1表达约束的 UML类图

要求解的未知元。该势能项即最小化两者之间的距离，从而使系统在代价最小

的情况下满足约束，在数学上可称“投影到约束流形（constraint manifold）”。

在预计算阶段，所有约束需要计算 ωcA
T
c Ac 的值以在系数矩阵上累加；在

PD仿真阶段，局部约束的求解结果 ωcA
T
c A

′
cpc 将加入 global step线性方程组的

常数项 b中（算法 2，第 8行）。

根据以上对约束计算的描述，容易想到使用 C++的多态实现约束求解。本

毕业设计共实现了 4 种约束，包括位置约束（positional constraint）、边张力约

束（edge strain constraint）、弯曲约束（bending constraint）和四面体张力约束

（tetrahedron strain constraint）。约束相关的类图如图 3.1所示。图中的 Constraint

为所有约束的共同父抽象类，包含若干用斜体表示的纯虚函数，如用于预计算

的 precompute()和用于 local step的 project()函数。CudaManaged为定义了

在 CUDA统一内存（unified memory）上进行内存分配和释放的 new和 delete

运算符的抽象类，用于所有约束类型，以方便在 GPU上的约束求解。对每一个
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具体约束，父类定义的纯虚函数都得到了实现，并使用了尽可能少的空间表达四

元组 (ωc, Vc,Ac,A
′
c)。

小节 3.6将会介绍 GPU并行求解的实现细节。接下来将具体介绍每种约束

在仿真中的作用，明确其四元组表达，以阐述其对父类虚函数的实现方式。

3.2 位置约束

3.2.1约束原理

位置约束用于将弹性体的顶点限制在某一位置，可用于仿真固定弹性体的

指定顶点于某一指定位置的场景，如衣物的悬挂。改变该约束的权重可以影响

该约束对顶点位置的控制程度，故较小权重的位置约束可用于模拟阻尼。

本仿真器仅设计了涉及单个顶点的位置约束，若要对多个顶点进行同一位

置约束，则需要为每个顶点分别创建约束。当用户为弹性体的第 i个顶点 vi 设

置位置约束时，被约束位置即为 vi此时的位置 qi。约束的描述如下：

• Vc = {vi}。

• Ac 为 3× 3n分块矩阵，每块为 3× 3，且第 i块为 3× 3恒等矩阵 I3，其

他块均为零矩阵，即Ac =
[
O3 . . . I3 . . . O3

]
。

• A′
c = I3。

对于每次 local step，满足位置约束的顶点位置是唯一的，即 pc = qi，其中 qi为

首次设置约束时，希望顶点固定于的位置。可见，该约束投影 pc 与仿真时的 q

无关，甚至不需要进行求解。

3.2.2约束实现

由于该约束仅与顶点 vi有关，故 ωcA
T
c Ac仅影响系数矩阵A的第 i个 3× 3

对角块的值，且 ωcA
T
c A

′
cpc仅影响 b的第 i个 3× 1块的值，因此位置约束的实

现是简单的，此处不再赘述。
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3.3 边张力约束

3.3.1约束原理

边张力约束在三角形网格的指定边添加指定弹性系数的弹簧，实现弹性体

（如布料）整体具有的延展性效果，应用十分广泛。改变该约束的权重可影响弹

性体的“刚度”。在布料中，仅建立边张力约束进行仿真与经典的“质点-弹簧模

型”在数学上等价。

本仿真器支持对三角形网格整体添加权重一定的边张力约束，暂不支持非

均匀约束的添加，而支持这一功能需要设计更友好的权重笔刷，不属于本毕业设

计的核心内容。设弹性体顶点 vi和 vj 之间恰有一条边 ij相连，当用户为该边设

置边张力约束时，记被约束边此时的长度，即原长（rest length）为 rc。约束的描

述如下：

• Vc = {vi, vj}。

• Ac 仍为 3× 3n分块矩阵，且第 i块为 I3 ，第 j 块为 3× 3取反矩阵 −I3，

其他块均为零矩阵，即Ac =
[
O3 . . . I3 . . . −I3 . . . O3

]
。

• A′
c =

[
I3 −I3

]
。

满足位置约束的顶点位置pc = (pi,pj)
T 仅需满足它们之间的距离 ||pi−pj|| = rc，

使弹簧恢复原长，或等价地，最小化弹性势能。易见，此时式 2-7对应的优化问

题有唯一解

A′
cpc = rc

qi − qj

||qi − qj||
, (3-1)

其中 qi和 qj 分别对应仿真时顶点 vi和 vj 的位置向量。

3.3.2约束实现

由于边张力约束仅涉及两个顶点，实现边张力约束也并无难度，ωcA
T
c Ac仅

影响系数矩阵A的 4个 3× 3对角块的值，且 ωcA
T
c A

′
cpc仅影响 b的第 i个和第

j 个 3× 1块的值，在 GPU上计算式 3-1也是简单的，此处不再赘述。
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3.4 弯曲约束

3.4.1约束原理

在弹性体仿真中，引入弯曲约束的设计是自然的——对于裙摆、软管等非原

始平整网格而言，它们具有一定的“保弯曲”程度，使得它们在模拟过程中具有

抵抗重力自然“展平”的能力。在微分几何领域，平均曲率（mean curvature）衡

量了曲面的弯曲程度。于是，可以通过构建弯曲约束，获取该曲面在某一位置 vi

的原始局部平均曲率Hm；而在仿真过程中，可以衡量该位置在变形后的局部平

均曲率 Hs，定义其与 Hm 共同决定的弯曲势能（bending energy）[21]，给出最小

势能的投影位置，即可尽量保证局部平均曲率的不变性。

改变弯曲约束的权重可影响弹性体的“保弯曲”程度。该约束与边张力约束

同时使用，可仿真几乎所有的可变形曲面，赋予不同的权重之比可获取不同的仿

真效果。

如何计算离散化的三角形网格曲面在某一位置的平均曲率，并实现稳健性

高的弯曲约束，是本毕业设计的难点之一，接下来将给出相应的数学推导。

3.4.2离散化 Laplace-Beltrami算子计算平均曲率

考虑二维流形 S 在三维欧氏空间 R3 的嵌入，设 p ∈ S 为流形上任意一点，

q ∈ R3，定义坐标函数（coordinate function）c : S → R3满足

c(i)(p) = q(i) (3-2)

对分量 i = 1, 2, 3成立。微分几何领域的 Laplace-Beltrami算子 ∆是一个定义于

Banach空间的映射，可以证明[22]，∆c : S → R3满足

∆c(p) = HN , (3-3)
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q
γi

N

(a)连续情形的 L-B算子（式 3-5）

qv1

v2
v3

v4

v5

N

(b)离散情形的 L-B算子（式 3-6）

图 3.2 L-B算子对局部平均曲率向量的刻画

vi

vj

θ2ij

αij

βij

θ1ij

图 3.3余切公式（式 3-7）和平均值公式（式 3-8）的符号示意

其中 H 表示流形 S 在 c(p)处的平均曲率，N 为 c(p)处的单位法向量。HN 在

微分几何中也被称为平均曲率向量，其模长为平均曲率，方向与法向量相同。

在离散微分几何领域，应用于坐标函数的 Laplace-Beltrami算子具有广泛应

用，因此也常将 ∆c(p)称作定义于 S 上的（局部）Laplace-Beltrami算子（后简

称 L-B算子）。

L-B 算子的离散化是一个在计算几何领域得到广泛研究的问题[21][23][24][25]。

作为一系列离散方法的启发的，是一个曲线积分

1

|γi|

∫
v∈γi

(q − v) dl(v), (3-4)
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其中 γi为任意嵌入于 S，环绕 q的闭合曲线，|γi|为其周长，如图 3.2a所示。Taubin

指出[23]，若令 γi向点 q不断收缩逼近，这一积分将收敛至 q处的平均曲率H(q)

与 q处的单位法向量Nq 的乘积，即

lim
|γi|→0

1

|γi|

∫
v∈γi

(q − v) dl(v) = H(q)Nq (3-5)

对式 3-5的证明工作详见附录A。对比式 3-3、式 3-5可以发现，式 3-5给出了对

局部 L-B算子的取值，同时很好地捕获了局部欧氏空间中的平均曲率和法向量

信息。在离散化背景下，流形 S 被视作一个三角网格，此时的 L-B算子即通过

近似式 3-5获取。

如图 3.2b所示，离散化后，环绕 q的闭合曲线 γi变成了 q的 1-邻接顶点围

成的环。若 q 位于流形的边缘，则称此处的 L-B算子不存在，无需建立弯曲约

束。记 q在离散化下对应曲面 S 的第 i个顶点的位置 qi，则对 L-B算子在 qi处

的取值 δi的朴素离散化方案为

δi =
1

di

∑
j∈N(i)

(qi − qj), (3-6)

其中 di表示 S 的第 i个顶点的度（degree），N(i)为第 i个顶点的 1-邻接顶点的

下标集合，满足 di = |N(i)|。

但式 3-6在大多数三角网格上的表现均不尽人意，Meyer et al.提出[26]，更好

的方案是采用余切权重而非均匀权重：

δi =
1

|Ωi|
∑

j∈N(i)

1

2
(cotαij + cot βij)(qi − qj). (3-7)

即所谓的余切公式（cotangent formula）。其中 |Ωi|为顶点 i对应的 Voronoi区域

的面积，αij, βij 为边 ij 的两个对角，如图 3.3所示。相对式 3-6，式 3-7保证了

其在平面上的取值为 0，具有更好的近似性，但在角度较大时，即 αij → π 时，

cotαij → ∞，仍存在数值上的问题。随后 Floater提出的平均值公式[27]（mean
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value formula）解决了这一问题：

δi =
∑

j∈N(i)

tan(θ1ij/2) + tan(θ2ij/2)

||qi − qj||
(qi − qj) ≈ HiNi. (3-8)

其中 θ1ij 和 θ2ij 的定义如图 3.3所示。式 3-8相对式 3-7和式 3-6均表现出较强的

稳健性，本毕业设计的算法实现即采用之计算局部离散 L-B算子的取值。

实现上，本仿真器支持对三角形网格整体添加权重一定的弯曲约束。记

N(i) = {j1, j2, . . . , jk−1}，其中 k = di +1 = |Vc|，且下标 1, 2, . . . , k− 1遵循以 vi

为中心的逆时针排列。将列向量 q ∈ R3n×1展开，得到 q = (q1, . . . , qn)
T ∈ Rn×3，

则约束的描述如下：

• Vc = {vj0 , vj1 , vj2 , . . . , vjk−1
}，其中 j0 = i。定义下标集合 Ic = {j0} ∪N(i)。

• Ac = ∆SSc，其中：

– Sc为 k × n选择矩阵，满足 ∀x ∈ [1, k], y ∈ [1, n]，

Sc(x, y) =


1, jx−1 ∈ Ic and jx−1 = y,

0, otherwise.

即使得Scq选出该约束覆盖的顶点位置。例如，若 Vc = {v2, v4, v8, v9}，

即中心顶点为 v2，其余顶点 v4, v8, v9 逆时针环绕之，则 Sc 的第 1行

只有第 2 列有非零值 1，第 2 行只有第 4 列有非零值 1，以此类推。

Sc(q1, . . . , qn)
T = (q2, q4, q8, q9)

T。

– ∆S 为 1 × k 矩阵，用于计算 L-B 算子，其包含该约束的离散 L-

B 算子在 vj 处的计算权重 wj = − tan(θ1ij/2)+tan(θ2ij/2)

||qi−qj || ，满足 ∆S =[
w0 w1 . . . wk−1

]
。其中 w0根据式 3-8定义为 w0 = −

∑
j∈N(i) wj 。

根据以上分析，Acq计算了当前顶点位置 q下，在约束 c所涵盖的局部几

何处的 L-B算子的值。

18
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• A′
c = R∆S ，其中 R ∈ SO(3) 为任意三维旋转矩阵。如此定义的目的

是，利用平均曲率在旋转变换下的不变性，使满足位置约束的顶点位置

pc = (pi,pj1 , . . . ,pjk−1
)T 在此处的 ||A′

cpc||，即 L-B算子得到的平均曲率

不变。

注意到 L-B 算子的取值为平均曲率向量，记 Rvm = RNmHm = A′
cpc，

vs = NsHs = Acq，式 2-7对应的原优化问题转化为

min
R

||vs −Rvm||2, (3-9)

约束条件为R ∈ SO(3)。

该优化问题的解实际上是显然的：对于已知的 vs,vm，只需让R将 vm转到

与 vs同向，即可最小化它们之间的距离，此时

Rvm =
vs

||vs||
||vm||. (3-10)

3.4.3约束实现

弯曲约束的实现需要进行原始 L-B算子的计算，并将之储存在约束中；PD

仿真过程中，再进行 local step优化问题的求解。实现上，对于式 3-8的计算，可

同时判断顶点 vi, vj1 , vj2，即每个扇面三角形上的顶点位置 qi, qj1 , qj2 是否接近三

点共线，若三点共线，则该曲面的三角化可能存在问题（如冗余结点等），这将

导致 θ → π，tan(θ/2) → ∞，引起数值问题，因此在控制台对用户给出警告。在

计算 tan(θ/2)时，可采用公式

tan(θ/2) =
1− cos θ

sin θ
, (3-11)

并利用向量的点积和叉积计算 cos θ和 sin θ的值。

计算 L-B算子的值时，尽管直接对各系数相乘相加能够少进行一定的减法
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计算，即

δi =
k−1∑
l=0

wlqjl (3-12)

但实验显示，这样计算在顶点位置远离原点时，可能因浮点数误差导致结果上的

偏移。为避免这一问题，算法实现仍采用了式 3-8，即

δi =
k−1∑
l=1

−wl(qi − qjl) (3-13)

进行计算。

在 local step求解过程中，为避免除以一个接近于 0的数，程序将在 ||vs||很

小时，不再计算式 3-10，而是计算当前局部几何的单位法向量Ns，并与原始平

均曲率 Hm相乘，得到A′
cpc = NsHm。如此得到的结果与式 3-10相同，因为

NsHm =
vs

Hs

Hm =
vs

||vs||
||vm||. (3-14)

且这种方式可用于避免浮点数精度误差，但这种方法需要计算 k− 1个三角形的

面法向量并取平均，具有更高的计算量，因此一般情况下仍使用式 3-10求解。

3.5 四面体张力约束

3.5.1约束原理

弹性体中除了可归类为二维流形的布料、软管等，也有大量的三维流形，它

们具有体积，因此纯粹使用表面三角形网格进行仿真具有很大的局限性。为仿

真这类具体积弹性体，需要建立相应的体积元网格，并在相应的体积元上添加适

当的约束。而最流行，也是最基础的体积元，是四面体体积元。

对于这些由四面体体积元的组成的四面体网格，它们在发生弹性形变后，需

要有一个反向作用使该形变复原。描述这样的弹性形变及其复原，就是四面体

张力约束需要达成的目标。

在超弹性模型的视角下，模型在每一时间步长均可看作微小形变，这使得
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X2
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X4

X3
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Φ(·)

图 3.4四面体的形变示意

每个四面体的形变均可用一个仿射变换表述[28]。记四面体的四顶点位置为Xi ∈

R3, i ∈ {1, 2, 3, 4}，则变换的形变函数为

ϕ(Xi) = FXi + b, (3-15)

其中 F ∈ R3×3，表示该变换的形变梯度（deformation gradient），b ∈ R3，如图 3.4

所示。记 ϕ(Xi) = xi，由于 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}，有

xi = FXi + b, (3-16)

故

(x1 − x4,x2 − x4,x3 − x4) = F (X1 −X4,X2 −X4,X3 −X4). (3-17)

记上式右边为 FDm，左边为Ds，则Dm 和Ds 分别表示形变前后的四面体整

体形状。此时形变梯度

F = DsD
−1
m . (3-18)

注意到，对于任一四面体的一次形变，形变梯度 F 完全描述了该形变导致的结

果，因此，四面体张力约束应基于一定假设，找到 F 的“逆变换”，使该形变返

回势能为零的状态。下面列出算法实现的四面体张力约束的描述：

• Vc = {vi, vj, vk, vl}，它们构成一个四面体元。
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• Acq = D̂s(Scq)D
−1
m = (qi − ql, qj − ql, qk − ql)D

−1
m 。其中 D̂s(Scq)为一关

于 q 的函数，作用是将 4个顶点位置通过相应的选择矩阵 Sc 选出，并构

造形如Ds的四面体整体形状。

• A′
cpc = T = (pi−pl,pj−pl,pk−pl)D

−1
s = D̂m(pc)D

−1
s = (D̂s(pc)D

−1
m )−1。

其中 D̂m(pc) 为四面体形变前的合理形状——这里需要反向思考，注意 q

是形变后的位置，pc 是形变前的位置。T ∈ R3×3 的实际构造详见后文描

述。

以上分析指出，形变后与形变前的能量之差 ||Acq−A′
cpc||2 = ||F−1

s −T ||2具有

有限元方法背景[29]。记Acq的奇异值分解（SVD）为

Acq = Fs = UΣV T , (3-19)

其中Σ ∈ R3×3，对角元素记作 σi, i ∈ {1, 2, 3}。可见，该变换对四面体的体积的

改变率的绝对值 | det(Fs)| = det(Σ) = σ1σ2σ3。若假设 Σ的对角元素均接近于

1，有

T = (UΣV T )−1 = V Σ−1UT ≈ V ΣUT . (3-20)

然而，在仿真过程中，由于时间步长的离散化、四面体的离散化等因素存在，这

一假设不一定成立，此时Σ的对角元素可能不够接近 1，甚至 Fs可能接近奇异。

为使 PD具有更高的稳健性，原始论文[5]采用了类似 SVD求伪逆（广义逆）的方

式。记

Σ∗ = clampσmin≤σi≤σmax
(Σ), (3-21)

将 Σ的对角元素限制在区间 [σmin, σmax]，其中 σmin ≤ 1 ≤ σmax，并令

T = V Σ∗UT . (3-22)

即可得到合理的保持体积的解。特别地，令 σmin = σmax = 1可最大程度保持体

积，使物体难以被压缩或扩张。若三个奇异值 σi 对应的 σmin,i 和 σmax,i 均相同，
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则弹性形变呈现各向同性。理论上，设置各方向的 σmin,i和 σmax,i不同，还可制

造各向异性的弹性形变[30]。为使仿真合理，应当尽量使 σmin和 σmax取接近 1的

值。

此外，在仿真过程中，还需要防止四面体被翻转，这是因为奇异值分解可能

导致 det(U ) < 0或 det(V ) < 0，从而 det(T ) < 0，引起视觉上的错误。为此，程

序在检测到 det(Fs) < 0时，将第三个奇异值 σ3 在限制到区间 [σmin,3, σmax,3]后

取相反数，即可保证 det(T ) > 0且为一个接近 1的值。

3.5.2约束实现

四面体张力约束的实现与弯曲约束类似，首先需要进行D−1
m 的预计算；在

PD仿真过程中，再进行 local step，利用式 3-22求解 T = A′
cpc。在预计算时，还

需求出原始四面体的体积 V = 1
6
det(Dm)，并让权重 ωc 乘以该系数，以在网格

四面体大小不一时获取更真实的结果。

在CPU上进行 local step时，程序采用了 Eigen库提供的 Eigen::JacobiSVD

进行奇异值分解；在 GPU上的 SVD则通过 Gao et al.设计的高效 GPU SVD算

法[31]实现。通过 GPU上的高效 SVD和其他算法，四面体张力约束的局部并行

求解十分迅速，没有成为本仿真器的性能瓶颈。对四面体张力约束的 local step

的实现源代码参见附录B。

在预计算 ωcA
T
c Ac 时，记约束顶点集 Vc = {v1, v2, v3, v4}，可使用如下公式

构造Ac ∈ R3×n，即 ∀j ∈ [1, 3], i ∈ [1, n]，

Ac(j, vi) =


−(
∑3

k=1 D
−1
m (k, j)), i = 4,

D−1
m (i, j), i ∈ {1, 2, 3},

0, otherwise.

(3-23)

其中 D−1
m (i, j) 表示 D−1

m 的第 i 行第 j 列（i ∈ [1, 3], j ∈ [1, 3]）的元素。可自

行验证 Acq = (qi − ql, qj − ql, qk − ql)D
−1
m 。构造完稀疏矩阵Ac 后，即可计算
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图 3.5覆写虚函数表前的内存状况

ωcA
T
c Ac的值，并累加至全局线性系统的系数矩阵。在 local step计算 ωcA

T
c A

′
cpc

时同理。

3.6 GPU上的并行约束求解

上文已经介绍了各约束的计算方法，据此已经可以编写 CPU程序进行串行

约束求解，但编写 GPU并行程序还需要开发者对并行框架和数据流的高度掌握。

为了让各约束的局部投影过程在 GPU上并行求解，程序需要将这些约束从它们

创建时所在的 CPU内存拷贝到GPU内存，并在GPU上实现多态。为此，在预计

算阶段，若用户要求采用GPU计算 local step，则会进行一次内存拷贝，并在此时

并行地覆写这些约束的虚函数指针，使它们正确地指向存在于 GPU内存的虚函

数表。在模拟阶段，对式 2-7的计算即可在GPU上并行完成，并通过 atomicAdd

原子操作对线性方程组式 2-8右边的常数项并行地累加（算法 2，第 8行）。在

用户重设模型约束时，这些原有的约束还需要被谨慎地从 GPU内存中释放。

拷贝并覆写虚函数表的流程如图 3.5、图 3.6所示。首先，程序需要将 CPU上

的多态 Constraint指针数组深拷贝至 GPU内存。但拷贝完成后，这些对象的

虚函数表指针仍指向的是 CPU上的虚函数表，在 GPU上无法访问。因此，程序

还需重定向这些 GPU上的对象的虚函数表指针，即显式地将其首 8字节（GPU

中指针的大小）的数据改写为 GPU上的虚函数表地址。如此，便可在 GPU上完

成对虚函数表的动态绑定，正确地调用相应函数。
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图 3.6覆写虚函数表后的内存状况

当模型约束被重设时，程序在修改 CPU上的 Constraint指针数组后，原

GPU上的 Constraint将不再适用，需要先释放内存再重新拷贝内容。而在释

放内存时，实验情况表明，尽管 CUDA GPU对象的虚函数表正确，程序也无法

正确地调用它们的虚析构函数。这一问题可能与 GPU 的堆内存回收机制有关，

但限于 CUDA运行时库的封闭性，进一步的分析十分困难。同时，CUDA开发

者论坛中的讨论尚未给出对此情况适用的解决方案，因此目前程序只能选择在

CPU上释放内存。该过程描述如下：

1. 将 GPU上的 Constraint指针数组置入 CUDA统一内存，即可在 CPU上

或 GPU上同时访问这些对象。

2. 将这些对象的虚函数表覆写为 CPU上的。

3. 在 CPU 上访问这些对象，CUDA 统一内存自动地将它们进行浅拷贝至

CPU，然后可以在 CPU上正确地调用虚析构函数释放内存。

实验表明，在 GPU上实现 local step带来的性能提升是可观的，节 7中将给

出对比分析。

4 全局线性系统求解的实现

相对 local step，global step的形式较为简单，仅为一个线性方程组。但实验

表明，该线性方程组的求解很容易成为 PD算法的瓶颈，因此给出合适的加速策
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略十分必要。为实现高效求解，首先，需要对该线性系统进行数学建模，并给出

相应的可行算法。

4.1 稀疏线性系统的建模

线性方程组式 2-8是稀疏的，且对角元素非零，这一点可以从 Ac 和M 的

稀疏性和M 的对角性直接得出。进一步可以发现，对于已实现的四种约束，位

置约束、边张力约束和四面体张力约束的 Ac 都满足，当 vi 与 vj 之间没有边相

连时，

(AT
c Ac)3i,3j = O3, (4-1)

即AT
c Ac的第 3i行，第 3j 列起对应的 3× 3块为零矩阵。进一步地，其否命题

也成立。这一点是显然的——对于这三种约束，它们的约束顶点集中的顶点两两

之间必然有边相连，从而使得 AT
c Ac 在相应的块上有值，这也可以通过计算各

约束的AT
c Ac来证明。

而对于弯曲约束，尽管约束顶点集中的顶点两两之间未必有边相连，但注意

到

AT
c Ac = (∆SSc)

T∆SSc

= ST
c ∆

T
S∆SSc

= ST
c


w2

0 . . . w0wk−1

... . . . ...

wk−1w0 . . . w2
k−1

Sc,

(4-2)

而 Sc仅在决定Ac的某元素是否取 0时起遮罩作用。由于中心顶点 vi与其他顶

点 vj 的连接边所贡献的 L-B算子权重之积 w0wj 占主要成分，贡献了 AT
c Ac 的

一次项，其余如 vj1 , vj2，它们的权重之积 wj1wj2 对AT
c Ac仅贡献二次项。因此，

仍可近似认为弯曲约束也满足式 4-1。实验证明，这一近似是合理的，并且对于

A-Jacobi算法是必要的。

基于以上的分析，存储该稀疏矩阵的空间复杂度已可以降低至O(V+
∑

i di) =
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O(V +2E) = O(V +E)。求解该稀疏线性系统的方法较多，而本毕业设计通过让具

体求解器继承一个抽象父类 LinearSystemSolver，并实现其纯虚函数 set_A()

（预计算）、solve()（求解）和 clear()（释放内存）的方法实现各求解器。

接下来给出求解该稀疏矩阵的 Cholesky分解法和 A-Jacobi法。

4.2 Cholesky分解

线性代数中的 Cholesky 分解是 LU 分解在系数矩阵 A 为实对称矩阵时的

特例。在经历 O(n3)的分解过程（预计算）后，这两种分解法均将求解 m次A

不变，b变化的 n维线性系统的时间复杂度降低至 O(mn2)，而非高斯消元法的

O(mn3)，且相较求解A−1的方法更稳健。实际应用中，Cholesky分解的效率约

为 LU分解的两倍[32]。

在计算A的 Cholesky分解时，首先求出 A = LLT 对应的矩阵 L。随后在

每次求解Axi = bi时，先求解 Lyi = bi，再求解 LTxi = yi即可得到 xi。

原始 PD论文中即采用 Cholesky分解进行 global step，其效率稳定，且不需

要像求解线性方程组的迭代法那样调整迭代次数或其他参数，因此在本仿真器

中，默认情况下仍使用 Cholesky分解求解 global step。

4.3 Jacobi迭代求解与 A-Jacobi算法

尽管如 Cholesky分解这样的直接法的表现十分稳定，但也很容易成为整个

求解器的性能瓶颈。为进一步提高效率，学术界也探索了对 global step的并行性

改造[15][7][33][8]，并提出了若干并行方案。在 PD框架中，巨大但稀疏的系数矩阵

A给出了这样的暗示——迭代法常常有比直接法更大的优化空间。由于直接求

解线性方程组缺少可并行性，接下来将探讨求解线性方程组的迭代法，期望利用

GPU高度并行的计算单元，在性能上取得优势。

对于维度为 n的线性方程组Ax = b，可用对角矩阵D和非对角矩阵B分
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解A，得到A = D −B，并考虑如下的迭代形式：

x(k+1) = D−1(Bx(k) + b). (4-3)

易见，当该迭代过程收敛时，由于Dx = Bx+ b，有 x(k+1) = x(k) = x = A−1b。

若进一步分解D−1b，得到D−1Ax = x−D−1Bx，有

e(k+1) = x(k+1) − x = D−1B(x(k) − x) = D−1Be(k), (4-4)

其中 e(k) 为第 k 次迭代的误差向量。记D−1B 的特征分解为 QΛQ−1，其中 Λ

为特征值矩阵，有

e(k) = (D−1B)ke(0) = QΛkQ−1e(0). (4-5)

这意味着，若迭代法收敛，则其为线性收敛，且收敛率与D−1B的最大特征值有

关，记为D−1B的谱半径 ρ(D−1B)。进一步地，迭代法收敛当且仅当 ρ(D−1B) <

1。

令B = U +L，其中 U、L分别为 −A的严格上、下三角部分，就能得到

Jacobi求解器的一般形式。

4.3.1 Jacobi求解器

式 4-3可整理如下：

x(k+1) = D−1(U +L)x(k) +D−1b. (4-6)

这与矩阵分解形式

x
(k+1)
i =

1

di

(
bi −

i−1∑
j=1

lijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

uijx
(k)
j

)
(4-7)
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等价，其中 di为对角矩阵D的第 i个元素，lij 和 uij 分别为 L、U 的第 i行，第

j 列的元素。注意到对任意 i，等式的右边一开始就是已知的，这意味着对迭代

向量的每一元素，计算是可并行的。这使得 Jacobi求解器特别适合在并行计算架

构，如 GPU上实现。然而，要使 Jacobi法达到较小的求解误差，通常需要很大

的迭代次数，因此实际的计算时间往往也较长。尽管 Jacobi的单次迭代是迅速

的，但在系统较复杂时，所需收敛的迭代次数也是较多的，这一缺陷已被学术界

所关注，并提出了诸如 Chebyshev[6]、parallel descent[7]和 A-Jacobi[8]等优化方法，

加速其收敛进程。

本仿真器实现了朴素的 Jacobi CPU/GPU求解器，完全采用式 4-7计算，并

且直接使用二维数组存储系数矩阵 A，不仅空间开销很大，且其效率在绝大多

数场合都不如 Cholesky分解；在 GPU上，调用 CUDA核函数（kernel function）

和拷贝数据的开销，甚至可能超过计算的开销[8]，使得朴素 Jacobi法的并行化对

效率的提升幅度大大降低。可见一个谨慎的算法实现对算法效率的提高可能至

关重要。

4.3.2 A-Jacobi GPU算法

A-Jacobi算法是 2022年提出的一个高效的基于 GPU的 Jacobi迭代法[8]，通

过在一次 GPU内核并行计算时计算 l次而非简单的 1次 Jacobi迭代，以提高计

算的效率。记R = D−1(U +L) = D−1B，A-Jacobi利用下式进行多次迭代：

x(k) = Rx(k−1) +D−1b

= R2x(k−2) +RD−1b+D−1b

= (R0 +R)D−1b+R2x(k−2)

= . . .

=
l−1∑
j=0

RjD−1b+Rlx(k−l)

(4-8)
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记 l 为 A-Jacobi 的阶数（order），可见，传统 Jacobi 法的 l = 1。上式中，R

完全由系数矩阵 A 决定，而 A 又是常数，故 R 可在 PD 框架中预计算。项

β =
∑l−1

j=0 R
jD−1b对于固定的 b进行的 Jacobi迭代求解是常数，因此可在每次

进行 global step的迭代之前预计算；项Rlx(k−l)为迭代项，具有如下性质：

[Rx(k−1)]i = D−1
ii Bijx

(k−1)
j , (4-9)

[R2x(k−2)]i =

A-coefficient︷ ︸︸ ︷
D−1

ii D−1
ss BisBsj︸ ︷︷ ︸

A-product

x
(k−2)
j . (4-10)

式中采用爱因斯坦求和约定。可见：

• 当 l = 1时，注意到 B 为 −A的非对角部分，故 Bij（近似）有值当且仅

当顶点 vi、vj 之间有边相连。考虑 Bijx
(k−1)
j 相当于固定顶点 vi，遍历 vi的

1-邻接顶点集 N(i)得到顶点 vj, j ∈ N(i)，此时求和 D−1
ii Bijx

(k−1)
j 的几何

意义为边权 Bij 与顶点位置 x
(k−1)
j 的相乘相加，然后经过 D−1

ii 的放缩。

• 当 l = 2时，类似地，固定顶点 vi，遍历其 2-邻接顶点集，求和D−1
ii D−1

ss BisBsjx
(k−2)
j

的几何意义为从 vi经过 vs到 vj 的边权之积 BisBsj 与顶点位置 x
(k−2)
j 的相

乘相加，然后经过 D−1
ii D−1

ss 的放缩。

可以类推该规律对较大的 l也成立，即 [Rlx(k−l)]i相当于遍历 vi的 l-邻接顶

点集，并进行相乘相加和放缩。

本仿真器在实现上采用如下的数据结构保存 l-邻接顶点集及其对应权重的

信息：

代码 4.1: 计算Rlx的数据结构

Scalar** l_ring_neighbors[A_JACOBI_MAX_ORDER];
VertexIndex** l_ring_neighbor_indices[A_JACOBI_MAX_ORDER];
int* l_ring_neighbor_sizes[A_JACOBI_MAX_ORDER];
Scalar* diagonals;

其中 A_JACOBI_MAX_ORDER表示一个编译时常量，为系统提供的最大A-Jacobi阶

数。l_ring_neighbors[l][i][j]保存的是在计算Rlx的第 i个分量时，所需使
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用的第 j个非零 A-product（定义见式 4-10）与路径中的放缩项D−1
ss . . .（不包含

D−1
ii ）的乘积，而 l_ring_neighbor_indices[l][i][j]为第 j个非零A-product

对应的目的顶点的下标，l_ring_neighbor_sizes[l][i]为顶点 vi 的 l-邻接顶

点集的大小。diagonals[i]则保存 D−1
ii 的值。

以上结构均可在 CPU上预计算，并拷贝至 GPU中进行 global step的求解。

4.3.3 Chebyshev加速

Checyshev加速策略可为 Jacobi迭代法提供更高的收敛速率[6]，它也适用于

A-Jacobi[8]，详细的推导过程可见原始论文。在 Chebyshev加速中，存在三个超

参数 S, γ, ρ，其中 S 常设为 10 可满足绝大多数应用需求，γ 为亚松弛（under

relaxation）因子，ρ为估计的谱半径 ρ(Rl)。在第 k+1次迭代求解线性方程组的

末尾，x(k+1)的更新遵循如下公式：

x(k+1) = ωk+1(γ(x
(k+1) − x(k)) + x(k) − x(k−1)) + x(k−1). (4-11)

其中 ωk+1在每次迭代下更新：

ωk+1 =


1, k < S,

2/(2− ρ2), k = S,

4/(4− ρ2ωk), k > S.

(4-12)

实验证明，对于部分场景，Chebyshev加速的提升是明显的，但仍存在部分场景

的 Chebyshev加速导致了求解过程发散，但这些场景下即使不采用 (A-)Jacobi方

法，求解过程也存在发散的问题。注意到原始 Jacobi法对应的 Chebyshev参数是

ω = 1，γ = 1。

根据以上分析，A-Jacobi求解过程可由算法 3描述，其中Nl表示代码 4.1对

应的 A-Jacobi阶数为 l时的数据结构。算法 3的第 7行和第 8行完全在 GPU上

并行计算，而其他行则在 CPU上运行。值得注意的是，算法的具体实现在求解
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算法 3:本仿真器实现的 A-Jacobi求解器
1 xprev = x = xnext = 0;
2 β = precompute_beta(b, N0, N1, . . . , Nl−1);
3 k = 0;
4 ω = 1;
5 while k < max #SolverIteration do
6 ω = update_omega(k, S, ρ, ω);
7 xnext = a_jacobi(xprev,x,β, Nl);
8 xnext = ω(γ(xnext − x) + x− xprev) + xprev;
9 x,xprev = xnext,x;
10 k = k + 1;
11 end
12 check_convergence(xnext,x);
13 return xnext;

xnext 后，进行了 triple buffer更名，即在下次迭代时仅向 a_jacobi()函数（算

法 3，第 7行）传入次序不同的 x参数，而不会做额外的内存拷贝（算法 3，第

9行），以提高算法的效率。有关 A-Jacobi的性能对比和发散问题，节 7将给出

更多说明。

5 离散碰撞检测的实现

进行多个物体的物理模拟时，模型难免产生交互，此时碰撞检测的稳健性和

高效性对于模拟复杂场景而言十分重要。至今，对复杂几何体之间的高效碰撞

检测和处理算法，仍是学术界讨论的热点之一。限于规模，本仿真器对碰撞检测

的实现比较简单，仅实现了弹性体与简单凸几何体（平面、球、立方体和环面）

的碰撞检测和处理，无法处理更复杂的碰撞和模型的自相交。但对于一个个人

开发的仿真器而言，这样的碰撞检测系统已经能产生较丰富的仿真结果。下面

将介绍仿真器对简单凸几何体的生成与具体碰撞相关算法的实现。

5.1 简单凸几何体的生成

与之前对约束和线性系统求解器的实现相同，程序采用继承抽象父类 Primitive

的方式实现各具体几何体 Floor、Sphere、Block和 Torus。程序化生成几何体
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的命名空间 meshgen则实现了若干用于几何体生成的静态函数。而各具体几何

体类通过调用 meshgen中的各函数，实现了它们的虚函数 generate_model()，

如 generate_plane()、generate_sphere()和 generate_torus()等，用于可

视化模型的生成。这一设计采用了访问者模式（visitor pattern），将数据与代码

进行了封装与解耦。

5.2 碰撞检测与处理算法

在提出 PD算法框架的原始论文[5]中，使用了运行时添加碰撞约束的方式来

处理可能的碰撞，如此实现将会大幅降低求解器的效率，因为求解过程在 GPU

上计算，动态改变 GPU上的约束存储将需要许多代价。本程序处理碰撞的方式

与原始论文中基于约束的方法不同，是一种原创的，适用于 PD求解框架的离散

碰撞检测方法，性能更佳。

参见算法 2的第 2行和第 12行，算法在仿真前后各进行了一次碰撞检测与

处理，它们的意义有细微的不同。第一次的 ResolveCollision()调用紧接着 st

的求解，注意到 st的物理意义为不考虑内力、碰撞等其他因素，各顶点在当前状

态下继续移动一时间步长后的位置。此时程序检测顶点可能与碰撞体产生的相

交，并将这些相交顶点推出碰撞体，更新 st的值，这样 st将变得更加合理，在后

续的 L-G 迭代中呈现出更好的收敛数值过程。第二次的 ResolveCollision()

调用则在 L-G 迭代结束后，解决仍可能产生的相交情况，确保结果的正确性。

ResolveCollision()的内部实现为遍历各顶点和各碰撞体，逐一询问它们是否

有相交，若有则将顶点位置投影至最近的碰撞体表面无相交处。这一实现调用

了各碰撞体对顶点的碰撞检测和处理的函数 collision_handle()。

以上介绍的简易碰撞检测和处理系统已可以仿真较丰富的交互情况。最后，

需要强调的是，碰撞检测与仿真算法仍在很大程度上具有“正交性”，这是因为

大多数的碰撞检测算法都位于物理仿真流程的“后处理”部分，即在仿真算法完

全结束后，将可能相交的顶点移至安全位置，以确保碰撞处理的正确性。可见，

这一流程与实际仿真流程的求解的相关性不高。因此，程序的碰撞检测实现虽
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图 5.1平面上的弹性球与横梁相撞的仿真

仍具相当大的改进空间，但已不属于仿真算法的核心内容。本毕业设计的后续

将预期通过引入空间散列算法、连续碰撞检测等改进该碰撞检测方法，以打造

更稳健的仿真器。

除碰撞类型的支持外，本仿真器仍存在一个重要的改进空间，即碰撞接触摩

擦的实现。目前，仿真器的所有碰撞都是光滑的，这意味着碰撞不会损失动能，

物体在平面上的滑行不会休止，如球体的滚动等物理现象基本上无法实现。这

一点在图 5.1描绘的弹性球撞击刚性横梁的场景中尤为明显，该仿真场景中，球

的移动呈现出滑动为主而非滚动，且碰撞后球的动能不会损失。对实时摩擦碰

撞的支持在工业界仿真器中的表现也不甚理想，因此一直是学术界探索的前沿

话题，近年来 Ly et al.的工作[34]在这一方面有不错的成果，实现了高效的布料之

间的摩擦碰撞求解，或可成为本仿真器进一步的改进方向。
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6 模型管理与 GUI的实现

本毕业设计的模型管理与 GUI为用户操作仿真器提供了便利，其实现高度

依赖开源库 Dear ImGui和 libigl提供的 API。由于编写此类代码与仿真算法的关

系不大，这里仅作简要说明。

本仿真器将模型分为两种：弹性体与碰撞体，其中弹性体可建立约束用于仿

真，碰撞体不可直接参与仿真，仅在算法中参与碰撞处理。模型的增、删、改功

能通过 ObjManager类和若干渲染选项的切换实现。

图 6.1仿真器 GUI展示及说明
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(a)视角 1 (b)视角 2

图 6.2沙盘场景的仿真

仿真器的 GUI实现如图 6.1所示。这是一个用户自创建的沙盘场景，GUI的

各部分功能在图中已进行说明。当用户点击视口中的模型时，本仿真器会自动

进行射线追踪，选中距离用户点击位置最近的模型，方便进一步的处理。图 6.2

展示了更多对该仿真场景的观察视角。该场景共包括 6个弹性体模型，1个碰撞

体模型，总约束数目为 8958，使用 Cholesky直接法和 GPU上的约束求解，仿真

的 FPS（frames per second，每秒帧数）达到了 200以上。

7 实验与对比

本节将展示使用本仿真器进行的若干仿真实例，所有统计数据在计时中均

包含渲染（有时使用轻便的MatCap、shadow mapping技术），所有仿真实例默认

均添加了恒定向下的重力。实验环境统一为：

•操作系统：Arch Linux x86_64

• CPU: 12th Gen Intel(R) Core(TM) i7-12700

• GPU: NVIDIA Corporation GA104 [GeForce RTX 3060 Ti Lite Hash Rate]

•编译器：gcc (g++) 12.2.1、nvcc 11.8
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表 7.1不同仿真场景的统计数据汇总表。注：一个模型的总元素（element）数指的是组成其
的三角形或四面体元的数目。Armadillo的第一个总约束数为其被悬挂时，加入位置约束时
的总约束数；第二个总约束数为其取消位置约束时的总约束数。

仿真场景 总顶点数 总元素数 总约束数
2个 20× 20布料（图 7.1） 882 1600 2845

风场中的 2个 20× 20布料（图 7.2） 882 1600 2845
140× 140布料（图 7.14） 19881 39200 59082

5个半球壳（图 7.4） 1700 3200 6400
2个圆柱形软管（图 7.3） 680 1280 2340
自由下垂的软棒（图 7.5） 208 540 556
软性桥梁（图 7.7） 189 400 418
弹性球（图 5.1） 530 1539 1539
沙盘场景（图 6.2） 10191 29214 30425
Bunny（图 7.9） 2531 8121 8125
Dragon（图 7.11） 41262 167882 167882

Armadillo（图 7.12） 15666 49393 51362、49393

表 7.2不同仿真场景的统计数据汇总表（续）
仿真场景 预计算时间 (ms) 最小 FPS 最大 FPS

2个 20× 20布料（图 7.1） 39 200 >200
风场中的 2个 20× 20布料（图 7.2） 40 200 >200

140× 140布料（图 7.14） 595 52 59
5个半球壳（图 7.4） 63 91 100

2个圆柱形软管（图 7.3） 32 >200 >200
自由下垂的软棒（图 7.5） 11 >200 >200
软性桥梁（图 7.7） 12 >200 >200
弹性球（图 5.1） 37 >200 >200
沙盘场景（图 6.2） 935 62 66
Bunny（图 7.9） 215 83 90
Dragon（图 7.11） 56091 8.1 10.2

Armadillo（图 7.12） 6704 45 47

各仿真场景的统计数据汇总如表 7.1、表 7.2所示。除本节外，本毕业设计

的中期报告中也展示了部分实验结果可供参考。
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7.1 布料仿真

图 7.1基础布料仿真

布料是基础的二维弹性体，本仿真器能够稳健地仿真延展性、刚性不同的各

类布料。图 7.1展示了仿真器对两种具有相同几何体，而约束不同的布料的仿真

截图，其中左侧布料建立的弯曲约束权重更大，右侧布料建立的权重更小，两侧

布料的边张力约束和位置约束权重大小一致。仿真过程中，左侧布料有一球体

以一定速度沿布料法线方向移动。可见，仿真器正确地展示了布料与球碰撞的

结果。在实验仿真进行时，动态改变球体的位置对仿真 FPS的影响可忽略不计。

在风场中，程序对布料的仿真过程仍保持高度的稳健性。图 7.2展示了当用

户动态控制风场的大小、方向时，布料的仿真情况。在实验中，即使风力的大小

呈现急剧增大，PD算法对布料的仿真仍保持着稳定的收敛过程，布料的视觉表

现也呈现出正确性。风场的改变对仿真 FPS的影响也可忽略不计。
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图 7.2风场中的稳健布料仿真

(a)球穿越时软管的场景 (b)施加风场时的场景

图 7.3软管的仿真
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(a)静止时的场景 (b)用户施加外力后的场景

图 7.4不同刚度半球壳的仿真

7.2 软壳仿真

“软壳”仍属于二维流形曲面，仿真过程与布料并无二致。如图 7.3所示，利

用三种局部约束，本仿真器高效且稳健地仿真了圆柱形软管。图中的左侧软管

相对右侧具有更大的弯曲约束权重，因此保持了其初始时表面上的弯曲程度，并

在风场中产生了自然的表面形变；而右侧软管在风场中的形变则产生了自相交。

可见，仿真过程正确地处理了软管与球体的交互和它们风场中的表现。

如图 7.4所示，对初始的半球形曲面设置不同大小的弯曲约束，各模型能够

对相同外力呈现不同的反应。图中从左到右，模型的弯曲约束大小依次减小。可

见，对于最左侧的模型，由于高度的弯曲约束，使得模型收敛到了与原始半球形

曲面不同的一个几何模式，视觉上和物理上的表现均更“坚固”；而对于最右侧

的模型，由于重力的存在和较小的弯曲约束，初始状态下就有坍塌的趋势（若不

设置弯曲约束，将直接坍塌）。当外力作用时，仿真过程无法收敛至局部能量极

小值点，导致模型迅速坍塌，呈现图 7.4b的状态。由于程序的碰撞相关算法无

法处理自碰撞，故模型出现了自相交的情况。

7.3 具体积弹性体仿真

对各类复杂具体积弹性体的仿真，是对算法的正确性、高效性和稳健性的考

验。图 7.5是固定一端的均匀弹性软棒，即材料力学和有限元分析领域的“悬臂

梁”，其仿真结果具有可供参考的解析解。因此程序可通过仿真，确认四面体网

40



基于 GPU的高性能弹性体仿真器的设计与实现

图 7.5自由下垂的软棒（悬臂梁）的仿真

(a)第 30帧 (b)第 60帧

(c)第 90帧 (d)第 120帧

图 7.6对软棒（悬臂梁）仿真的逐 30帧演示
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图 7.7软性桥梁的仿真

格建立和计算过程的正确性。软棒模型的四面体网格采用程序实现的简单几何

体生成算法完成。如图 7.6所示，该场景中软棒在重力下的自然下垂行为，及其

与环面的碰撞得到了正确的仿真结果。同时，对仿真中间数据和收敛结果的数

值过程对比，也与解析解近似相符。

同理，用户也可以固定悬臂梁的两端，仿真软性桥梁，如图 7.7所示。通过

调整四面体张力约束权重的大小，能够得到下垂程度不同的桥体。在实验中，通

过对该桥梁模型施加不同大小、方向的外力，桥梁随之产生了真实的摇晃行为。

如图 7.8所示，用户在某次仿真序列中的第 40帧、第 70帧和第 150帧（以及其

他帧）附近对桥梁施加了如图 7.8d、图 7.8g、图 7.8o所示的外力，经过仿真后

的表现符合预期。

图 7.9展示了对固定了耳朵上端的 Stanford Bunny模型的弹性体仿真。在实

验中，用户可通过动态改变地面的高度，产生 Bunny弹跳的实时动画，实际效

果饶有趣味。

对于高分辨率模型 Dragon，程序采用了 TetWild[20]生成了原始 obj模型的四

面体网格，导出为msh格式，然后在仿真器中导入该格式的模型。图 7.10展示了

在仿真器中对其四面体网格的可视化。图 7.11展示了 Dragon模型的仿真情况，

整个场景的总约束数目为 167882，仿真的平均 FPS在 8.5左右。
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(a)第 10帧 (b)第 20帧 (c)第 30帧

(d)第 40帧 (e)第 50帧 (f)第 60帧

(g)第 70帧 (h)第 80帧 (i)第 90帧

(j)第 100帧 (k)第 110帧 (l)第 120帧
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(m)第 130帧 (n)第 140帧 (o)第 150帧

(p)第 160帧 (q)第 170帧 (r)第 180帧

(s)第 190帧 (t)第 200帧 (u)第 210帧

(v)第 220帧 (w)第 230帧 (x)第 240帧

图 7.8对桥梁仿真的逐 10帧演示。限于论文形式，此处只能展示逐帧图片。作者将在毕业
设计答辩现场的幻灯片中展示本节所有实验对应的动图。
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图 7.9固定耳朵的 Stanford Bunny的仿真

(a)模型表面渲染 (b)模型内部的若干四面体渲染

图 7.10 Dragon模型的四面体网格可视化

45



浙江大学本科生毕业设计

图 7.11高分辨率模型 Dragon的仿真

(a)悬挂时的场景 (b)落下后的场景

图 7.12 Armadillo模型的仿真
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本仿真器对于 Armadillo弹性模型的仿真如图 7.12所示。该模型的四面体网

格采用 TetGen[19]生成。在悬挂 Armadillo模型时，程序通过硬编码的方式，在其

背部的若干个顶点处建立位置约束；实验中，Armadillo在悬挂时表现出手臂随

重力的真实感摇晃。用户随后通过取消位置约束的方式释放 Armadillo模型，使

之自然落下并在地面上呈现真实的轻微反弹。整个场景的总约束数目为 49393，

仿真的平均 FPS在 45左右。

7.4 不同算法的性能对比

表 7.3 CPU串行求解 local step所需时间表
约束数目 local step计算时间 (ms)

8K 20
16K 51
40K 120
78K 297

通过对比局部约束求解的 CPU和GPU算法，可发现两者的性能存在十分显

著的差距。使用四面体张力约束模型进行测试，约束数目与 CPU local step所需

时间的关系如表 7.3所示。可见，当约束数目较大时，串行求解方法很容易成为

性能瓶颈。而经过测试，在约束数目超过 200K时，GPU并行求解 local step所

需时间仍为一个十分接近于 0的数，效率惊人。

表 7.4不同 global step算法对场景的仿真 FPS数据表
仿真场景 Cholesky 朴素 Jacobi 1阶 A-Jacobi

8个 20× 20布料 90 2 100
100× 100布料 75 内存超限 112

圆柱形软管（图 7.3） >200 12 200
弹性球（图 5.1） >200 发散 38
Bunny（图 7.9） 83 发散 发散
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表 7.5不同 global step算法对场景的仿真 FPS数据表（续）
仿真场景 2阶 A-Jacobi 3阶 A-Jacobi

8个 20× 20布料 90 71
100× 100布料 89 77

圆柱形软管（图 7.3） 200 111
弹性球（图 5.1） 27 14
Bunny（图 7.9） 发散 发散

而对 global step求解算法的对比，可以发现，A-Jacobi算法的性能并未表现

出彩。在部分场景中，比较 Cholesky直接法、朴素 Jacobi和不同阶数的 A-Jacobi

的算法性能如表 7.4、表 7.5所示。可见，在布料仿真上，A-Jacobi相对 Cholesky

有更高的效率，这是因为当模型的边张力约束占约束的主要成分时，此时系数

矩阵呈现显著的对角占优，迭代谱半径可估计得较小，故 Chebyshev 加速的收

敛速率可观。在具有较高的弯曲约束成分的软壳仿真中，A-Jacobi不能乐观地向

下估计迭代矩阵 Rl 的谱半径，故加速能力有所下降。而当仿真四面体网格时，

若模型的四面体元很小，基于 Jacobi的迭代法常常呈现发散表现。研究[6]指出，

Chebyshev加速此时必须采用一个更小的亚松弛因子 γ，但这也会导致较慢的收

敛速率。如对弹性球的仿真，用户可将 γ设为一个较小的数 0.7，以避免发散，但

也使得加速效率并不可观。而对 Bunny的仿真中，实验显示，无论如何调整参

数，也无法避免迭代的发散行为，只能采用 Cholesky法作为 global step进行仿

真。

同时，令人疑惑的是，仿真器实现的高阶 A-Jacobi算法的表现不如低阶，这

与原始论文[8]的图表展现的结果不一致。在经过初步分析对比后，可能的原因指

向了 CUDA调用核函数时，分配的 grid、thread的数目与物理设备（GPU）匹配

程度不高，导致程序的实际并行计算效率受到影响。另外，原始论文对 A-Jacobi

的算法实现比较模糊，省略了许多细节，可能也将导致本仿真器的实现在效率相

对不可观。本毕业设计后续将进一步尝试优化 A-Jacobi的表现，但 Cholesky分

解的稳定和不需调参的性质，使其在这些算法对比中具有独特优势，也因此成

为本仿真器的默认算法。而由于在布料仿真中，总是呈现对角占优的系数矩阵，

收敛表现可得到保证，故此时采用 A-Jacobi更具优势。
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7.5 与 PhysX (NvCloth)和 Bullet的对比

通过将本仿真器与工业界流行的 PhysX (NvCloth)和 Bullet进行对比，可更

好地揭示其特点、优势与不足之处，并为用户群体提供参考。对比实验的环境与

上述实验相同，PhysX版本为 5.1.3，NvCloth版本为 1.1.6，Bullet版本为 3.25，

均为 2022至 2023年发布的稳定版本。

7.5.1对比指标

鉴于各仿真器在算法设计上的差异性，且本仿真器使用的算法框架并非

PBD，直接将本仿真器与其他同类产品进行比较在某种意义上是不妥的。但对于

使用本实时仿真器的用户，如游戏开发者、建模设计师等而言，他们并不会关注

算法的调优，而是重点关注算法的两个方面：效率与视觉表现。因此，本文集中

在这两个方面阐述对比的结果，供用户和进一步开发参考。

7.5.2布料仿真对比

图 7.13本仿真器的高分辨率布料仿真（显示网格）
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图 7.14本仿真器的高分辨率布料仿真

图 7.15 Bullet的高分辨率布料仿真，基于 Simple Cloth example

表 7.6本仿真器与 PhysX (NvCloth)和 Bullet的仿真平均 FPS数据表
仿真场景 本仿真器 PhysX (NvCloth) Bullet

140× 140布料 54 (A-Jacobi) 48 41
2个 Armadillo 21 (Cholesky) 44 17

为对比布料仿真的效果和效率，实验过程在本仿真器、NvCloth和 Bullet上

分别创建了长、宽均为 140，即 140×140的布料，并进行了相同悬挂方式的仿真，

如图 7.14、图 7.15所示。由于均基于质点-弹簧模型，三者的视觉和物理正确性
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图 7.16本仿真器的 Armadillo仿真

均毋庸置疑，NvCloth的仿真结果因官方不提供渲染器，且其坐标输出与其他结

果的相似性不再列出。仿真 FPS的对比如表 7.6所示。在采用了高效的 A-Jacobi

算法后，本仿真器在效率上略微领先。

7.5.3 Armadillo弹性体仿真对比

实验同时对比了具体积物体的仿真——在本仿真器、PhysX 和 Bullet 上均

加载了相同的 Armadillo obj模型，让 PhysX用内部实现的算法生成四面体网格，

而用 TetGen[19]为本仿真器和 Bullet生成四面体网格。在此前提下，本仿真器和

Bullet使用了相同的四面体网格配置，而与 PhysX不相同。如图 7.16、图 7.17、

图 7.18所示，三种仿真器呈现出不太一致的结果。在进行性能比较时，采用的

是在场景中同时仿真 2个相同 Armadillo的实验，结果如表 7.6所示。

实验结果显示，PhysX的仿真在调节了各项参数后，其结果仍表现出较强的

刚性，仅在地面上反弹时表现出一定柔软度，如图 7.17所示。在调整了线性刚

度（linear stiffness）和质量后，Bullet的仿真结果呈现仍十分不理想，各四面体

出现了严重的自相交和随机滑行的状态，如图 7.18所示，这可能与四面体模型

仿真功能在 Bullet属于新功能，成熟度不高有关。进一步的实验过程中，通过调

研 PhysX文档，并审阅 PhysX运行时结果，可以发现 PhysX仿真弹性体采用了
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图 7.17 PhysX的 Armadillo仿真，基于 Softbody Snippet

图 7.18 Bullet的 Armadillo仿真，基于 Tetra Cube example
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基于体素（voxel）的四面体网格构建形式，对单个 Armadillo模型仅构建了 355

个四面体，远少于 TetGen算法构建的 49393个四面体，故其效率高于本仿真器

是必然的。但使用这一低分辨率四面体模型也导致了 PhysX缺乏仿真时对模型

细节的表现。例如，图 7.16中的 Armadillo表现出鼻子和手指因触碰到地板而产

生方向的改变，而使用 PhysX的基于体素的四面体网格很难体现这一点。

8 结论与展望

本毕业设计基于 PD算法框架和 CUDA并行程序设计完成了一个基于 GPU

的高效的弹性体仿真器。该仿真器同时在与工业界的 PhysX、Bullet的对比中不

占下风，这使得其具有较强的应用价值，或可整合入国产工业引擎 RaysEngine

的物理仿真模块，应用于实际的生产实践中。

但不可否认的是，本仿真器仍具许多不足之处和改进空间。首先，目前的碰

撞检测和处理功能相对简单，仅支持弹性体与简单几何碰撞体之间的无摩擦碰

撞处理，为在更多的场景得到应用，更丰富的碰撞功能尚待实现。其次，A-Jacobi

算法的效率或仍存在问题，具有较高的改进空间，需要作者进一步学习 CUDA

并行程序设计在底层方面的知识，以分析其计算过程的开销。最后，尽管 4种约

束已经可以仿真绝大多数超弹性模型，仍可为仿真器设计更多类型的约束，以适

应实际应用中的需要。

本毕业设计让作者从对物理仿真一无所知到把握了 PBD和 PD框架的实现，

并顺带学习了微分几何、有限元分析和 CUDA编程的相关知识，是一次不小的

成长。通过完成毕业设计时大量的文献查阅，作者对近年弹性体物理仿真的最

新成果也有了一定的把握，更深刻地理解到了该领域的高难度和独特的魅力。

希望本毕业设计能够成为作者在物理仿真领域的“敲门砖”。“长风破浪会

有时，直挂云帆济沧海”。
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附录

A 对式 3-5的证明

提出式 3-5的论文[23]及其后继成果均未给出对该式的正确性的严格证明，且

这些论文的参考文献也未提供该式的相关信息，但作者仍在简单类圆闭曲线上

证明了这一结论。虽然作者未系统受过微分几何训练，无法对任意闭曲线进行

证明，但可以认为，将结论推广到任意闭曲线上应是合理的。

证明 设嵌入于 R3 的二维流形 S 在点 p ∈ S 附近的 ε-邻域二阶可微。不

失一般性，不妨设 p 附近有显式函数表达 z = f(x, y)，且 q = c(p) 的坐标为

(0, 0, 0)，经过其的切平面为 z = 0，法向量为N = (0, 0, 1)（当 p不满足该条件

时，总可以用对 S 进行等距变换使 p移动到坐标系的原点，并满足以上条件）。

记 u = (u1, u2, 0) = (u1, u2)为 q 所在切平面上的任一单位向量，由微分几何中

的第二基本形式的推导过程可知，

κu = uTH|qu (A-1)

为 q处的在 u方向上的曲率，其中

H|q =

fxx(q) fxy(q)

fxy(q) fyy(q)

 (A-2)

为 f 在 q处的 Hessian。根据微分几何相应概念的定义，κu的最大值 κ1、最小值

κ2 称为 S 在 q处的主曲率，其平均值 H(q) = (κ1 + κ2)/2则称为平均曲率。记

Hessian的最大、最小特征值分别为 λ1, λ2，若使 κu取最大值，由线性代数结论，

有

κ1 = uTH|qu ≤ uTλ1u = λ1u
Tu = λ1. (A-3)

且对最小特征值有类似结论，故H(q) = (λ1 + λ2)/2。此时，取到最值的 u所在

方向即为主曲率的方向，且两个主曲率方向互相正交。进而，可以旋转 S 使得
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两个主曲率的方向恰好为 x轴、y轴的方向，而不影响以上结论。此时，H|q 成

为对角矩阵，即

fxy(q) = 0. (A-4)

且 fxx(q)和 fyy(q)成为两个主曲率 κ1, κ2，不妨记 fxx(q) = κ1, fyy(q) = κ2。

由于经过 q的切平面为 z = 0，有 fx(q) = fy(q) = 0。由 q处的二阶泰勒展

开，有

f(x, y) ≈ f(q) + fx(q)x+ fy(q)y +
1

2
fxx(q)x

2 +
1

2
fyy(q)y

2 + fxy(q)xy

=
1

2
fxx(q)x

2 +
1

2
fyy(q)y

2

=
1

2
(κ1x

2 + κ2y
2).

(A-5)

其中 (x, y) ∈ S 为 q附近任意一点。取充分小的 ε > 0，考虑环绕 q的，半径为

ε的圆周 γε ⊂ S，满足参数方程


x = ε cos θ,

y = ε sin θ,

z = ε2

2
(κ1 cos

2 θ + κ2 sin
2 θ).

(A-6)

那么，|γε| ≈ 2πε2。考虑积分

lim
|γε|→0

1

ε2|γε|

∫
v∈γε

v dl(v) = lim
ε→0

1

2πε3

∫ 2π

0

vε dθ

= lim
ε→0

1

2πε3

∫ 2π

0

(
ε cos θî+ ε sin θĵ +

ε2

2
(κ1 cos

2 θ + κ2 sin
2 θ)k̂

)
ε dθ

= lim
ε→0

1

2πε3

(
0 + 0 +

ε3π

2
(κ1 + κ2)N

)
=

1

4
(κ1 + κ2)N

=
1

2
HN .

(A-7)
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注意到上述计算给出的结果与式 3-5仅有系数上的差异。当 q为原点时，(q−v) =

−v，故上式在简单类圆闭曲线 γε上验证了式 3-5的结论。若 γε有其他不同的形

状，HN 可能具有其他系数，因此 Taubin和 Sorkine均提出[23][24]，在离散化场

合可使用不同的参数 wij 估计平均曲率向量，即计算
∑

j∈N(i) wij(qi − qj)，这导

致了余切公式（式 3-7）与平均值公式（式 3-8）的提出。

59



浙江大学本科生毕业设计

B 对四面体张力约束局部求解的源代码

__host__ __device__ void TetStrainConstraint::project_c_AcTAchpc(
SimScalar* __restrict__ b, const SimScalar* __restrict__ q)
const

{
SimVector3 cur_pos[4];
for (int i = 0; i < 4; i++)
{

const VertexIndexType v = vertices[i];

SimScalar x = (SimScalar)q[3 * v];
SimScalar y = (SimScalar)q[3 * v + 1];
SimScalar z = (SimScalar)q[3 * v + 2];

cur_pos[i] = { x, y, z };
}

// v[3] as pivot
SimMatrix3 D_s;
for (int i = 0; i < 3; i++)
{

D_s.col(i) = cur_pos[i] - cur_pos[3];
}

#ifdef __CUDA_ARCH__
const SimMatrix3 F = multiply3x3(D_s, D_m_inv); // deformation
gradient

#else
const SimMatrix3 F = D_s * D_m_inv;

#endif

const bool tet_inverted = determinant3(F) < 0;
#ifdef __CUDA_ARCH__

// GPU side SVD
SimMatrix3 U;
SimMatrix3 V;
SimVector3 sigma;
gpu_svd3(F, U, sigma, V);

#else
// CPU side SVD
Eigen::JacobiSVD<SimMatrix3> svd(F, Eigen::ComputeFullU | Eigen
::ComputeFullV);
const SimMatrix3& U = svd.matrixU();
SimVector3 sigma = svd.singularValues();
const SimMatrix3& V = svd.matrixV();

#endif

for (int i = 0; i < 3; i++)
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{
sigma(i) = std::clamp(sigma(i), (SimScalar)min_strain_xyz(i

), (SimScalar)max_strain_xyz(i));
}
if (tet_inverted)
{

sigma(2) = -sigma(2);
}

#ifdef __CUDA_ARCH__
const SimMatrix3 Achpc = multiply3x3(V, multiply_diagx3(sigma,
U.transpose())); // equivalent to (U * sigma * V^T)^{-1}

#else
const SimMatrix3 Achpc = V * sigma.asDiagonal() * U.transpose()
;

#endif

// apply A_c^T
for (int i = 0; i < 4; i++)
{

const VertexIndexType v = vertices[i];

const SimRowVector3 neg_D_m_inv = -(D_m_inv.row(0) +
D_m_inv.row(1) + D_m_inv.row(2));

SimRowVector3 sum_of_products;
sum_of_products.setZero();
for (int j = 0; j < 3; j++)
{

// v3 as pivot vertex
if (i == 3)
{

sum_of_products += Achpc.row(j) * neg_D_m_inv(j);
}
else
{

sum_of_products += Achpc.row(j) * D_m_inv.coeff(i,
j);

}
}

for (int j = 0; j < 3; j++)
{
#ifdef __CUDA_ARCH__

atomicAdd(&b[3 * v + j], sum_of_products[j] * wc);
#else

b[3 * v + j] += sum_of_products[j] * wc;
#endif
}
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}
}
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